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О влиянии вязкости
НА НЕУСТОЙЧИВОСТЬ ТАНГЕНЦИАЛЬНЫХ РАЗРЫВОВ

В НЕСЖИМАЕМОЙ СРЕДЕ

П . Г . К и к и и а
Проведено аналитическое рассмотрение устойчивости движения двух 

несжимаемых жидкостей — идеальной и вязкой — друг относительно 
друга с плоской границей раздела, а также движения плоскопараллель- 
пого слоя вязкой (идеальной) жидкости, граничащего с двух сторон с 
идеальной (вязкой) жидкостью. Показало, что такие движения являются 
абсолютно неустойчивыми и определено влияние вязкости на характер 
этой неустойчивости.

Исследование устойчивости движения вязкой жидкости между двумя 
параллельными плоскостями, впервые успешно проведенное Линем [1], 
сопряжено с серьезными математическими трудностями. Столь же сложно 
решается задача об устойчивости движения в пограничном слое [1, 2]. 
Исследование устойчивости можно упростить, если заменить в задаче 
Линя твердые поверхности, ограничивающие вязкую жидкость, идеальной 
жидкостью. На границах вязкой и идеальной жидкостей возникают тан­
генциальные разрывы скоростей. Профиль скоростей имеет таким образом 
вид ступеньки, т. е. в слое вязкой жидкости скорость неизменна по сечению. 
Постоянство скорости делает задачу в математическом отношении очень 
простой. К сожалению, такое течение, как будет показано, неустойчиво 
при любых значениях числа Рейнольдса. Рассмотрение предложенной за­
дачи имеет, однако, тот интерес, что позволяет проследить за ролью вяз­
кости в тангенциальных разрывах. Хорошо известно, что тангенциальный 
разрыв в идеальной жидкости абсолютно неустойчив [3—5]. При учете 
вязкости разрыв размывается в пограничный слой, и задача существенно 
усложняется.

В настоящей работе рассмотрен сперва тангенциальный разрыв между 
идеальной и вязкой несжимаемыми жидкостями и исследована его устой­
чивость относительно бесконечно малых поверхностных возмущепий. За­
тем аналогичное исследование проведено для слоя вязкой (идеальной) 
жидкости, движущегося между идеальными (вязкими) жидкостями. Силы 
поверхностного натяжепия не учитываются. Систему координат выберем 
так, чтобы плоскость z =  0 совпала в отсутствие возмущений с поверх­
ностью бесконечного тангенциального разрыва; в области z <  0 среда 
покоилась, а в области z >  0 двигалась с заданной постоянной скоростью 
и вдоль оси х. Пусть движущаяся жидкость вязкая, а покоящаяся — 
идеальная.

Предполагая, что возмущения поверхности разрыва малы и пренебре­
гая малыми второго порядка, получим из уравнения Навье — Стокса 
п уравнения непрерывности систему лилейных уравнений для несжимае­
мой вязкой жидкости:

V i  —  — ( 1)
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где и, pv — начальные стационарные значения скорости и плотности, 
р , Vi — малые возмущения давления и скорости, -v =  ц / pv —• кинематиче­
ская вязкость. В покоящейся идеальной среде нужно полагать и =  О, 
v =  0 и заменить pv на р.

Граничные условия на поверхности разрыва напишем также пренебре­
гая малыми 2-го порядка. Пусть £ =  £(я, у , t) есть смещение вдоль оси z 
поверхности разрыва при возмущении. В граничных условиях все величи­
ны нужно брать при 2 =  £. Однако, т. к. £ —величина того же порядка 
малости, что и р, то в требуемом приближении можно писать непосред­
ственно 2 =  0, вместо 2 =  £. Условие равенства сил, действующих с двух 
сторон на поверхность разрыва, запишется тогда в виде

Oiz =  Oiz (2)
при 2 =  0. Здесь Oik — тензор напряжений

„ . (  до.
Oik —  —  pOih +  p v V  у  ----- Г

Штрихованиые величины относятся к неподвижной идеальной жидкости. 
Условие отсутствия потока вещества через поверхность разрыва (или от­
сутствия отрыва жидкостей друг от друга) можно представить как требо­
вание одинаковых £ для обеих сред. Если выразить vz через то это усло­
вие запишется в виде [5]

д

при 2 =  0.
Так как возмущения Vi и р удовлетворяют системе линейных дифферен­

циальных уравнений (1) с постоянными (в каждой жидкости) коэффици­
ентами, то общее решение может быть представлено как сумма частных 
решений вида ехр (—icot  +  ikjXj) .  При этом можно ограничиться реше­
нием плоской задачи (ку =  0, д I ду =  0, vtJ — 0). Задача для трехмерных 
возмущений (кХу ку, кг) эквивалентна задаче для двумерных возмущений 
(kxy kz) с меньшим и [1, 6]. Л именно, достаточно в окончательном ответе 
для двумерпой задачи заменить и па икх/~/кх2 +  ку2у т. е. на и cos 0, где 
6 — угол между векторами и =  (и, 0, 0) и к =  (кх, k lh 0), чтобы получить 
результат, справедливый для трехмерных возмущений.

Итак, будем искать решение системы уравнений (1) с граничными усло­
виями (2) и (4) в виде

р  =  (Ae~nz +  Be~mz) x
Vx, z =  *-*■«** (Л*. +  Bx, ze-mi) у

pf =  е-ш-ННхСх' zenzt (5)

1/х.г =  е-ш +*к*Сх,г en\  
g =  e~i<ltt+ikxD,

где волновое число к  предполагается действительным и положительным *. 
Для того, чтобы эти решения были ограничены при z =  ±оо, необходимо 
потребовать выполнения условий

Re п  ^  0,( Re т ^  0. (6)

Подставим решение (5) в уравнения (1). Условие разрешимости полу­
ченной системы однородных алгебраических уравнений приводит к соот­
ношениям:

. о) — икi ---------
v

* Рассмотрение отрицательных значений к нс дает ничего нового: в окончатель­
ном ответе изменится на обратпый только знак Re (о.



Представим их в разрешенном виде:

„  =  *, (8)
' V

Здесь выбрано такое решение для /г, чтобы при положительных значе­
ниях к  выполнялось требование (6). Для того, чтобы решение (8) для т 
было определено однозначно, проведем разрез в комплексной плоскости т 
по отрицательной вещественной оси с фазой +  л и —я  соответственно на 
верхнем и нижнем берегу разреза. Тогда для Re т  требование (6) также 
всегда выполняется.

Подставим теперь решение (5) в граничные условия (2) и (4). Условие 
разрешимости полученной системы однородных алгебраических уравнений, 
с учетом соотношений (8), приводится к виду

где для удобства введены обозначения:
и
V  *

Аналогично может быть рассмотрен случай, когда движущаяся жид­
кость идеальная, а покоящаяся — вязкая. Дисперсионное уравнение, по­
добное уравнению (9), принимает в этом случае вид

с теми же обозначениями (10). Результат (11) можно получить из форму­
лы (9), если перейти к системе координат, в которой верхняя жидкость по­
коится, а направления осей х  и z изменены на обратные. Этому отвечает 
преобразование с заменой со па со +  ик и затем а на — и. Действительно, 
такое преобразование переводит соотношения (9) в (11) и наоборот.

Дисперсионные уравнения (9), (11) определяют зависимость со от к. 
Как показывает анализ, эти уравнения имеют два корня. Мнимая часть 
одного из пих отрицательна при всех /с, другого — положительна. Посколь­
ку исследуется неустойчивость, то интерес представляет только корень 
с положительной мнимой частью (Im со >  0). При малых и больших зна­
чениях волпового числа к  выражение для этого корня можно представить 
в виде ряда. В случае (9)

со
СОО

1 +  *уа к  , 0 i o - i  к* ,
+  4 —Г ~.— 1 г  • • •1 +  о ко 1 +  <т /Со2

при к к0 и
0) . /со2 о3 Ю п+  3 

1 к2 2 80
при к  /с0а и одновременно к /соУ<т. 13 промежуточном случае (при 
к  ~  ко) реальная и мпимая части со изменяются с изменением к  монотон­
но. В случае (И ) аналогично получим

при к  <С ко и

со
(Оо

a  +  i ^ a  к  2 У0 +  / к 2

1 +  о ко 1 + 0  ко2

со_.0  к0 а2 _к02 0* 100 +  3
гТ  +  Т Т - 'Г 2~ Т  8а -  +

при к  ?§> /с0а, к >> ко!о.
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Для того чтобы выяснить роль вязкости, перейдем к пределу v =  0. 
Тогда для со получится результат [5], определяемый при всех к  первым 
членом ряда i(12) или ряда (14). Если теперь вычесть эти первые члены 
соответственно из рядов (12), (13) или (14), (15), то получатся результа­
ты, обусловленные только влиянием вязкости. Из сопоставления этих 
результатов видно, что роль вязкости сводится в основном к появлению 
декремента затухания, существенного для малых длин волн (к >  ко) . 
Исходя из формул (13) или (15), его можно представить в виде ряда по 
степеням ко! к:

Imco
(Do

У о к о а3 10а +  3 к02
1 +  0 Т о + ~2~~2  8а

(16)

Однако первый член этого ряда по абсолютной величине равен декременту 
нарастания в отсутствие вязкости (первый член ряда (12) или (14)), 
обусловленному наличием тангенциального разрыва. Поэтому эти декре­
менты взаимно сокращаются и в итоге (см. (13), (15)) тангенциальный 
разрыв с учетом вязкости остается неустойчивым относительно возмуще­
ний всех длин воли. Максимальное значение декремента нарастания при 
к -+ о о равно о «о/2 , т. е. pu2/2vpv и, таким образом, обратно пропорцио­
нально коэффициенту вязкости.

Необходимо еще выяснить, является ли неустойчивость абсолютной или 
только сносной (конвективной). Для этого достаточно рассмотреть [5] 
сходимость интеграла

со

e - ia (h ) t  fife (17)

при оо. Как следует из выражений (13) или (15), интеграл (17) рас­
ходится, а следовательно, неустойчивость является абсолютной.

Перейдем теперь к рассмотрению плоскопараллельного слоя вязкой 
жидкости, движущегося со скоростью и вдоль оси х  и ограниченного по­
коящейся идеальной жидкостью сверху и снизу. Пусть поверхности тан­
генциального разрыва совпадают с плоскостями z =  а и z =  —а: толщина 
слоя, таким образом, 2а. В силу геометрической симметрии относительно 
плоскости z =  0 решение разобьется на два: симметричное по давлению от-

( d p  _  п  \

^_o и )  и антисимметричное (p |z=o =

=  0). Можно проверить, что соответствующие дисперсионные уравнения 
имеют вид

носительно плоскости z =  0 \  (jz

Г0 к2 /  (о к  у)2 , 7 (о2 /с4 /?* л
2 — — г ( — ' ) I c th ак — а —— =  4 ——— cth

L  к о 2, \  (Оо к о  ' J  coo2 /сп‘ к
am

для симметричного р еш етя  и
к2Г ,  к2 /о )  к \  I 2

I 2 i g J  Л а к ~ °

( 0 ‘

(О о‘
=  4

№_т
ко4 к

th am

(18)

(19)

для антисимметричного. Здесь т  определяется по формуле (8), а к0, и 0и о- 
по формуле (10). Выражения ка и та можно переписать также в пиде 

к  _ к т _ аи
R —  и R , где R = ------

к  v
число Рейнольдса.ко ко

В случае идеальпого плоскопараллельного слоя, ограниченного покоя­
щейся вязкой жидкостью, дисперсионное уравнение принимает вид

к 2 о) \ 2 / с о  к  \ 2 ( c.thak /с4 п/ /с02

=  4т ^  К.1- *( к о 2
— I

0)_\2
( О о / \  (О о  к о  /  V

cth ак 
til ак

(О
о к1 (Оо

(2 0 )
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соответственно для симметричного и антисимметричного по р решения 
с теми же обозначениями (10).

При толщине слоя большой по сравнению с длиной волны (/са^>1) 
соотношения (18), (19), как и следовало ожидать, переходят в соотноше­
ние (9), а (20) — в (И ). Таким ©бравом, для коротких волн (Аа>>1) 
получаются те же результаты, что для рассмотренного выше одиночного 
тангенциального разрыва.

Для длинных волн {ка<^1  и к< ^ко), разлагая, например, соотноше­
ния (18), (19) в ряды, получим в первом приближении

для симметричного и

со ___ 1 +• i У aka к (21)
0)0 1 +  ока ко

со
** я *

\-\-ЬУа/ка к
(22)

0)0 1 +  а/ка ко

для антисимметричного решения. Сравнивая эти выражения с первым 
членом ряда (12), получим, что при о — 1 (точнее при к а < ^а < ^  1 / ка) 
декремент нарастания волн Im о в У ка раз меньше для слоя, чем для оди­
ночного тангенциального разрыва. Таким образом, два параллельных тан­
генциальных разрыва частично стабилизируют друг друга относительно 
возмущений с длинами волн большими по сравнению с расстоянием между 
разрывами. Аналогичные результаты получаются для слоя идеальной жид­
кости, окруженного вязкой жидкостью: это ясно уже из того, что при дли­
нах волн к ко вязкость вообще не существенна.

Итак, при любых числах Рейнольдса R =  a u /v  рассмотренное движе­
ние слоя является абсолютно неустойчивым относительно произвольных 
бесконечно малых поверхностных возмущений. Причина этою кроется по 
существу в том, что неустойчивость разыгрывается не в слое, а только 
в самих тангенциальпых разрывах, ограничивающих слой.

Автор выражает глубокую благодарность С. И. Сыроватскому за советы 
и обсуждение результатов работы.
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