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РАСПРОСТРАНЕНИЕ ЗВУКА В НЕОДНОРОДНЫХ ВОЛНОВОДАХ

А .  Д . Л а п и н

Рассмотрена задача о распространении звука в волноводе, имеющем 
неоднородности в среде или на границах. За пределами неоднородного 
участка звуковое поле в неоднородном волноводе представляется в виде 
суперпозиции нормальных волн для соответственного волновода без не­
однородностей. Показано, что при любых неоднородностях, характери­
зующихся имнеданцем, задача сводится к решению бесконечной системы 
алгебраических уравнении.

Как известно, звуковое поле в однородном волноводе можпо предста­
вить в виде суперпозиции нормальных волн различных порядков. Каждая 
нормальная волна распространяется в таком волноводе, не изменяя своей 
формы. При наличии в волноводе каких-либо неоднородностей (в среде 
или на границах) структура звукового поля в нем существенно услож­
няется. За пределами неоднородного участка звуковое поле в неоднород­
ном волноводе можно представить в виде суперпозиции нормальных 
волн для соответственного волповода без 
неоднородностей; внутри же неоднород­
ного участка происходит преобразование 
нормальных волн одного волновода в 
нормальные волны другого волновода.
Вычисление амплитуд рассеянных нор­
мальных волн при заданном падающем 
поле и заданных неоднородностях 
является сложной дифракционной за­
дачей. Для некоторых простых неоднородностей (канавки и резонансные 
камеры на стенках волновода) эта задача в работах [1, 2] была сведена 
к решению бесконечной системы алгебраических уравнений. В настоящей 
работе мы покажем, что при любых неоднородностях, характеризующихся 
имнеданцем, задачу о распространении звука в неоднородном волноводе 
можпо свести к решению бесконечной системы алгебраических уравнений.

Рассмотрим неоднородный волновод, совпадающий в своей однородной 
части с волноводом, образованным абсолютно жесткой плоскостью 2 =  0 
и параллельной ей абсолютно мягкой плоскостью z =  h. Мы будем счи­
тать, что все неоднородности' имеются только внутри цилиндрической по­
верхности г =  ау где г =  ~\'х2 +  у2 — горизонтальное расстояние. На фи­
гуре показано сечение неоднородного волновода плоскостью, проходящей 
через ось 2. Звуковое поле в волноводе мы будем характеризовать потен­
циалом Чг. Пусть на неоднородный участок падает гармоническая нор­
мальная волна

W i  =  e'V  cos (kqz) =  e’V  cos * cos (kqz) , (1)

где
(l +  2tf) 

2 h
n, h  =  I k 2 -  kq\ •Ф — азимутальный угол.

Времепной множитель exp (—Uat) здесь и далее мы будем опускать. При
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г ^  а рассеянное поле, обусловленное неоднородностями, можно предста­
вить в виде суперпозиции нормальных воли:

7П4 П — <30

V s =  S  Лтпн£\1пГ )cos(lcnz ) e W  (2)
1ll=—eo

11=0

где Нт  — функция Гаикеля первого рода т - ю  порядка. Л тп — искомые 
амплитуды нормальных воли. Для нахождения величин А тп мы исполь­
зуем теорему Грина [3]. Согласно этой теореме непрерывные скалярные 
функции U1 и £/г, имеющие производные 1-го и 2-го порядков, удовлетво­
ряют следующему соотношению:

5 (UiA U2 -  U2АЩ dV =  §  (  Ut ^  -  Ui ° ^ )  dS,

где Д — оператор Лапласа, S  — поверхность, ограничивающая объем ин­
тегрирования V, и — нормаль к этой поверхности. Применим теорему 
Грина в замкнутой области, образованной стенками волновода, цилиндри­
ческой поверхностью г =  а и поверхностями, ограничивающими неодно­
родности (см. фигуру). Функции U± и Г/2 м ы  выберем следующим обра­
зом: t / 1 е= ^F, U2 =  Ф, где XV — полное поле в волноводе, Ф — вспомога­
тельное поле, удовлетворяющее волновому уравнению и граничным усло­
виям на стенках соответственного однородного волновода. Используя свой­
ства полей Чг и Ф, мы запишем теорему Грнпа для волновода в виде

где Sj — поверхность, ограничивающая ;-ю неоднородность, п;* — нормаль 
к этой поверхности, N  — число неоднородностей. В левой части формулы
(3) можно положить

'F -  ЧГ, +  XFS,
где XF, и xlrs выражаются соответственно формулами (1) и (2). Выбирая 
вспомогательное иоле в виде

ф  = =  ф«? (r ,z , Ф ) =  / 1(%,рг) c o s ( /c p z )

где Ji — функция Бесселя Z-ro порядка, и выполняя в формуле (3) интег­
рирование, мы получим следующее соотношение:

По этой формуле можно найти амплитуды рассеянных нормальных волн, 
если известны значения Ч? и 5XF / дп на поверхностях, ограничивающих 
неоднородности.

Покажем, что в общем случае, вычисление амплитуд Aiv можно свести 
к решению бесконечной системы алгебраических уравнений. Мы будем 
считать, что поверхности, ограничивающие неоднородности, характери­
зуются безразмерной акустической проводимостью г). Тогда на этих по­
верхностях выполняется соотношение

dW
drij

=  iKr\j4r.
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Значения поля Ч? на поверхностях Sj мы будем искать в виде ряда по пол­
ной системе ортогональных функций Ч?тп :

{Т}в,= 2  ttmn'pmn- (4)
т, п

Выбор системы ортогональных функций Ч; ш  производится из соображе­
ний удобства вычислении. Расчеты показывают, что для неоднородностей 
Si, S2 и S3 изображенных на фигуре, целесообразно выбрать следующие 
функции:

=  eiWfcos(knz), n

l |> m n  =  e« m 'P + 2 n O )) г д е  П - Й корень урапнейия.
Jm([Hm)a ) = O r

<р и 0 — сферические координаты (начало координат выбрано внутри по­
верхности S3) .

Подставляя разложение (4) и вспомогательные поля Ф/р в формулу
(3), мы получим бесконечную систему алгебраических уравнений для 
коэффициентов а  тп. Вычислив эти коэффициенты, мы получим амплитуды 
нормальных волн по формуле:

j, т, п
где

В качестве иллюстрации применения изложенного метода рассмотрим 
задачу о распространении звука в волноводе, имеющем только препятст­
вие типа S\. Величину {xF}s, мы будем искать в виде

оэ
{ VF }  S  , =  2 ,  а Г / !П е ' ” 1 ф  C O S  (knz) ,

tn=-0O
? i= 0

а в качестве вспомогательного поля возьмем

Ф =  Фip} (г,2, ср) =  ( |pr)cos(/cpz)e~il(P.
При таком выборе поля Ф в формуле (3) пропадут все члены, содержа­
щие амплитуды рассеянных нормальных волн. Выполняя соответственные
вычисления, мы получим для величии а й  следующую систему алгебраи­
ческих уравнений:

где

оо
y ..( i )  „(1)Ylpmn СImn —  2 ( f ) *  'hftqp,

7/Jc=— со
71=0

Ylpmn =  \  + ^ - ]  e<«* cos (knz) dSu
S  i

( IP
_  Г 1 при q =  p 

v0 при q
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Амплитуды рассеянных нормальных волп мы получим по формуле

1
00

i2h 2 .  р/1
(о
р т п

т = —со
п«=о

В частном случае, когда препятствием является жесткий цилиндр 
г =  Ъ =  const, система уравнений (5) вырождается, и ее решение мож­
но написать в конечном виде. Действительно, в этом вырожденном случае 
мы имеем

Yipmn — л/г{III[ * (£рЬ) (£р^)//ж (|рЬ) }брпб/т ,

ftlpmn— Л  h{lJl(£,pb) (%pb)Ji+i(liipb)}6pn8im.

Подставляя величину yip(mn в формулу (5), получим

2 (i)m+,6,n
n { m I l ^ ( l nb ) ^ { l nb)H^ 4 (ilnb) }

7П+1

Тогда амплитуды нормальных воли запишутся в виде

т и ъ ) - & ъ ) 1 м { ш
‘ lp u  № » ( t qb ) ^ ( t qb ) H ^ ( t qb)}

Этот результат можно также получить непосредственно из граничного 
условия на жестком цилиндре. В самом деле, подставляя ноля lFs и

xYi =  е V  с°5 ф cos (k„z) =  2  (0 mln  (%qr) e<w cos (kqz)
T7l=—oo

( dWs у /  04'f ^
в граничное условие \  J “  \  $r ]  ^  и приравнивая коэффи­

циенты при функциях exp (тмр) cos (knz ), мы получим формулу (6).
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