
А  К  У  С  Т  I I  Ч  Е  С  К  И  Й  Ж  У  Р  И  А  Л

Т о м  XIII 1 9 6 7 В ы п. 2

УДК 53126
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Рассмотрены вынужденные колебания бесконечной тонкой упругой 
пластинки и звуковоо поло вблизи нее. в пренебрежении воздействием 
среды на пластнпку. Внешняя сила, действующая па пластинку, предпо
лагается в виде пространственно-временного случайного процесса с из
вестными спектральными свойствами. Получены простые формулы для 
спектральной плотпостн ускорения пластинки и звукового давления вбли
зи ее поверхности.

Рассмотрим вынужденные колебания бесконечной тонкой упругой пла
стинки и создаваемое ею ближнее звуковое поле, пренебрегая воздействием 
среды на пластинку *.

Положим в основу уравнение вынужденных колебаний пластинки 
Г ( d \~I d^w д2 д2

д [1 + л ' Ы ] А‘А д а + "‘ д а = ? ( м ‘ й ' А , = ^ + ^  (1)
и уравнение, определяющее звуковое давление p(t, х , у, z ) в среде, окру
жающей пластинку

д2 д2 д2
дх2 + ду2 dz? 7

где х, г/, z — координаты, причем плоскость 2 =  0 совпадает с срединной 
плоскостью пластинки, t — время, w(t, .г, у) — прогиб пластинки, т — 
погонная масса, D — цилиндрическая жесткость, г/ — внешняя сила, с — 
скорость звука в среде.

Члены с R\ и /?2 внесены в уравнения для учета рассеяния энергии при 
колебаниях. Ниже принято, что R\ и /?2 являются полиномами, содержащи
ми лишь нечетные степени оператора дифференцирования но времени. 
При этом предполагается, что рассеяние энергии, вообще говоря, мало, так 
что при любых колебательных движениях выполняются неравенства:

Ri
d

dt
Ai A fw  I <Cjmax Д *Д \iv, R5 <^m ax Д гР-

Принимая контакт среды с пластинкой непрерывным, мы имеем сле
дующее граничное условие для р при z =  0:

д2w
dz =  ~ р ~Гр '

где р — плотность среды.

* Отмстим, что подобная задача в несколько иной, более сложной постановке 
и другим методом решалась в работах Лямтева (см., например, [1]).
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Предположим, что нормальная сила, действующая на пластинку, может 
быть представлена интегралом Фурье

<х>

q =  1 \ еХш1+кх+м) V (со, Хх р) dco dX dp,, (4)
—оо

где I (со, /», р) — некоторая функция своих аргументов. Тогда из уравне
ний (1), (2) и граничного условия (3) легко найдем ускорение гд беско
нечной пластинки и звуковое давление р в области z ^  0:

оо

V) = - Ш
со2V'(со, X, р)

•Г О
A ( X 2 + P 2 ) 2 — 7 И С 0 :

c i ( ( j ) t + l x + \ u j )  d 0J ( l )  d \ X ,

где

сю
^(соД.ц)

•со
Ь А<(Я2+ р 2)2- / /к о 2

ei(<o7+Xx+n=/) 6zdcod/vdp,

Dh =  D(1 +  *я|>), i|) =  — iR i(йо), Ь2 =  X2 +  p2---- — ,
Ck2

C/t2 =  c2(l — /ер), ф =
В качестве b в формуле (6) берется ветвь радикала, у которой вещест

венная часть положительна. Далее, в силу сказанного выше, введенные 
функции ф( со) и ф(со) являются вещественными, нечетными и существен
но меньшими единицы.

Положим, что сила, действующая па пластинку с/(/, х, у ), представляет 
собой статистически однородное случайное поле. Тогда соотношение (4) 
можно рассматривать как се спектральное представление. И этом случае 
I (со, X, р) является случайной функцией типа трехмерного белого шума с 
интенсивностью *S'(co, л, р). Это значит, что корреляционная функция для 
V имеет вид 12|

il/[F(co, a ,  p)F*(coi, Xu Pi)] =  S(co, X, р)б(со — Oi)6(^ — Я4)|6(р — pi),

где M — операция математического ожидания, б — дельта-функция, звез
дочкой отмечена комплексно-сопряженная величина. Отметим, что S  назы
вается спектральной плотностью силы у.

Выражения (5) п (6) в данном случае можно рассматривать как инте
гральные канонические представления ускорения пластинки гд и звуково
го давления р в области 2 ^ 0 .  Их корреляционные функции находятся по 
известным общим правилам [3]. Напишем корреляционные функции уско
рения пластинки Kw и звукового давления Кр на ее поверхности (при 
з =  0):

со

Kw (т, 6, л ) = 5  j  jj
оVхS  (со, Я, р)

—со
Dh (Я2 +  р2)2 — тсо |2 e i ( a > T + x 5 + i« i )  do d l  йц, (7)

СО

K p (x ,t  Л )=  $ S SI
— го

pco2 12 S((o, X, p)
b I | D/t (Яа+  р2)2—mco |2

et(<oT+K+nv) (l0) dX dp.

Эдссь г| — разности координат точек наблюдения, т — разность времен 
наблюдения.

Ограничимся вычислением корреляционных функций в одной какой- 
либо точке пластинки. Для этого в формулах (7) и (8) надо положить 
ь =  Л =  0. Тогда выражения (7) и (8) представят корреляционные функ
ции ускорения и звукового давления, рассматриваемых как функции одно*
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го только времени. Их спектральные плотности Фш(<о) и Фу, (<о) легко на
ходятся из выражений (7) и (8):

с о

ф » (“ ) = 5 5
со

ф Р и  =  5 5

—со

рог

оЛ9 (<о, X, |х)
Dk (V  +  К2)2 — "т ala Л  ф ,

— С О

S  ((О , А,, |Х)
Dh (X2 +  (X2)2 — m<0* |4 dX r/pt.

(9)

(10)

Вычисления, основанные на применении этих формул для разных видов 
силы </, будут приведены ниже.

Рассмотрим силу, распределенную вдоль прямой х =  0. Положим, что 
она является случайной функцией времени и координаты у и имеет спек
тральное представление

с»

qi (£, у) =  \  eW+w) F* (со, pi.) г/co dp.

Здесь Fj является случайной функцией типа двумерного белого шума 
с интенсивностью 5i(<o, р). Поэтому справедливо соотношение:

il/[Fi(a>, p )W ((o i, pti)] = 6 'i(o ), p)6(co — o)i)6(p — pi).
Чтобы применить к этому случаю полученные выше формулы, пред

ставим силу, распределенную вдоль линии, в виде поверхностной силы
У) =  ^). (12)

Ее интегральное представление получим, внося выражение (11) в инте
гральное представление

1 °°
6  (# )  =  т г “  \  d X  2я

— оо

в соотношение (12):

g(t,*xy)
оо5 \ J е?(а)/+>"х+Ц!/) I7* (<*>, p)dco dX dp.
—со

Сопоставление формул (4) и (13) приводит к выводу, что для рассмат
риваемого вида силы

V (со, Я, |х) =  Т  Vi (со, (х). (14)

Следовательно, формулы (5) и (6) останутся справедливыми и в дан
ном случае, если в них заменить F, используя формулу (14). Полученные 
при этом соотношения являются интегральными каноническими представ
лениями it) и р. При их помощи могут быть найдены многие вероятностные 
характеристики w и р. Ограничимся рассмотрением ускорения в одной ка
кой-либо точке пластины и звукового давления в одной какой-либо точке 
ее поверхности. Тогда и ускорение и давление будут стационарными слу
чайными функциями времени и их спектральные плотности получаются 
при помощи формул (5), (6), (14) и (12):

со со

Фхш (со) =  5 I Аш I2 Si (со, |Л) ф ,  Ф1р (ш) = 5  I hp  Г“^1 (со, |Л) ф ,  (15)
—со —оо

где

Iiw (со, х, (х) =
со2 (* еах
2л 3 T)h (X2 +  р2)2 — /шоа

— ОО

о о

рсо С
l ip (со, X, |Х) =  —  )

, i ) . X dx
2л Z?*(X2 +  р2)2 — пт 2 Ь
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Проведем вычисление интегралов, входящих в выражения спектраль
ных плотностей ускорения пластинки и звукового давления на ее поверх
ности при различных видах спектральных плотностей силы S  и *S’f.

Пусть действующая сила создается системой плоских звуковых волн, 
распространяющихся вдоль оси х. Тогда спектральная плотность силы 
имеет вид

£(со, К  р.) =  Ф9((о)б ( 4 +  “ )а(ц), (18)

где с — скорость звука, а Фд(со) — спектральная плотность силы в одной 
какой-либо фиксированной точке пластины. Внося выражение (18) в фор
мулы (9) и (10) и проводя вычисления, найдем:

ф ;  («,) =  -  - -  1 ф -<“ >
D, (О

с
------ № 0»'

пг

Фр((о) =  (рс)

1 -  (1 +  i «

(о2Ф9((о)

0)
(О*

2

^  /  О) \ 4

м Dh --- ) —  / 7 1 0 ) 2

\ с; /
Фд(ю)

1 —(1 +  <ф)
\ 0)

где с о — квадрат частоты совпадения: со*2 =  mc.k /  D.
При силе типа пространственного белого шума мы имеем

S (со, Я, (I) =Т(со ) .  (19)
В этом случае интегралы в формулах (9) и (10) также могут быть вы

числены. Покажем прием вычисления для Фш (со). Внося выражение (19) 
в формулу (9) и переходя к новым переменным

I  =  z'b cos 0 ,  |i =  zl/* sin 0 ,  (20)
получим

d z
| Dhz2 — mco212

Внутренний интеграл в Фю вычисляется точно [4]. Его приближенное вы
ражение при |ip| 1 таково:

со

J dz я
Duz2 — 7?гсо212 2 | ар | | со | 3 *

Окончательно мы имеем

Фш (О)
Я2

2 та,Ч)г,л
|со|У(со)

М>1 '
Выражение (22) было уже получено в работе [5]. Аналогично, внося вы
ражение (19) в формулу (10), переходя к новым переменным (20) и про
водя интегрирование по 0, получим

Фр(со) =  n p W (c o )
Dhz2 — т со2

Вычислим приближенно интеграл, входящий в выражение (23) при ма
лых |ор|. При этом воспользуемся идеей метода Лапласа асимптотической 
оценки иптегралов [6]. Сущпость метода состоит в том, что вычисляемый 
интеграл заменяется асимптотически некоторой величиной, зависящей 
лишь от локального поведения подынтегральной функции в точках макси-
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мума. Эту величину называют вкладом точек максимума в интеграл. 
Подынтегральная функция в формуле (23) достигает максимума при двух 
значениях z. Однако нетрудно видеть, что соответствующие вклады при со-

• I I 1 Т  ^  иизмеримых | ф | и |г|) 
чению z =  (т со2 / D

неравноценны. Наибольший вклад соответствует зна- 
V*. Учитывая это, мы имеем приближенно

СО

dz dz
О)'

z —
Cke

Dkz2 — т о2
пт ,2 \ ■/* ОУ

| Z)/tz2 — т со212
(24)

Z? /
И наконец, подставляя выражения (24) и (21) в формулу (23), мы полу
чим окончательно

: я2р2 Т(©)
Ф р ( с о )  = 2т?

Ы  1 -
М

1 +  йр (о
Перейдем к вычислению интеграла (10). Очевидно, что он равен сумме 

вычетов подынтегральной функции в верхней полуплоскости комплексного 
поремешгого \  где подынтегральная функция имеет полюса в точках

^ Н ^ Т - 4 -

Здесь берутся те ветви внешних радикалов, которые имеют положитель
ную мнимую часть. Вычет в полюсе Х2 представляет собой функцию, быст
ро затухающую на бесконечности, в то время как вычет в полюсе пред
ставляет собой функцию, быстро затухающую при р/4 <  пг<о2 / D и слабо 
затухающую при р4 >  пио2 / D. В дальнейшем мы ограничимся вычисле
нием иптеграла (1G) только при больших х ; тогда следует оставить лишь 
вычет в полюсе h -  Следовательно, прп больших х  мы имеем

I  • _  * 1 ю 1еХ,х /осу
I l W  ~  ’  ( “ 5 )

Асимптотическое представление квадрата модуля выражения (25) при 
|\|>| 1 таково:

1 (О2
16mZ) / mo>2 \  v* ,

| h w  |® =

0
U) 11

р4<

И4>

mto
D

пио-

2

(26}

D
При вычислении интеграла (17) к вычетам подынтегральной функции 

в верхней полуплоскости необходимо добавить интеграл по берегам разре-
/  со2 у *

за, соединяющего точку ветвления Аз =  ( ——  Ц ) (берется ветвь ради-\Ck /
кала с положительной мнимой частью) с бесконечно удаленной точкой. По 
соображениям, изложенным выше, возьмем вычет только в полюсе h .  Что 
касается интеграла но берегам разреза, то его мы отбросим, поскольку 
оценка показывает, что при больших х  он имеет порядок величины е'К]Х и 
при любом конечном |ф | затухает с ростом х. Тогда при больших х  мы 
имеем

\ к \2 =

16 m’AD'A r “ 2V/j ц2 4 1 со|
1 Du ) 1 1 +  «P 0)*

ГП(0‘
~D

0 И? >
m  со' 
~П

(27)
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Отметим, что формула (27) применима лишь ограниченно. При ее выво
де было принято, что рассеяние в окружающей среде много больше рассея
ния в материале пластины, т. е. |ф |^ > |ф | .  При других соотношениях 
между ф и ф формула (27) неверна.

В качестве примера приведем вычисления и <E>iP для двух случаев 
*S'i ( со, р). В случае силы, полностью коррелированной вдоль некоторой ли
нии, мы имеем

ft(o>t \i) = S n (о>)б(р). (28)
Расчеты по формулам (15), (26)— (28) дают

° le (  ) _  1 bmhD'h ’ ° lp( ) _ 16|и*
S  u  (to)

1 — 0)
1 +  гф о*

Подобные формулы получены в работе |7 ]. Для нагрузки, 6-коррелирован- 
ной вдоль линии, имеем

S \ ( со, (х) =  5 12( со) .

В этом случае интегрирование в формуле (15) приводит к эллиптиче
скому интегралу [4j. Его асимптотическое представление при малых ф
таково:

< m ^ / D ) U

5
dp

mco2 \'А

Dh *

1 /лад2\'/« 16
2 \~ D ~ )  1пТф|

Окончательно мьг имеем
л  , ч 1 |co]V*6*12((o)f
Фш (Ш) "  Ж  ' 1,1

16
И>1 ’

Фц> И  = 1
32

р2 1 to |М м  и ш  16
j 1 И

1 +  гф со’
1лм

Удобство полученных формул состоит в их простоте. Основные пара
метры, определяющие вибрацию пластинки >и звуковое давление па ее по
верхности, во все окончательные формулы входят явно. Это позволяет 
проследить степень влияния каждого из параметров на окончательный ре
зультат.
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