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КОСОЕ ПАДЕНИЕ ИЗГИБНОЙ ВОЛНЫ В ПЛАСТИНЕ
НА УЗКОЕ ПРЕПЯТСТВИЕ

В . I I .  М аслов

При анализе вибраций судов, самолетов и т. п. большое место занимают 
вопросы распространения изгибных волн в пластинах с различным распо­
ложением подкрепляющих элементов. Задача о косом падении плоской из- 
гибной волны в пластине на узкое бесконечно длинное препятствие рас­
сматривалась в работах многих авторов, но в более узкой постановке. Кре- 
мер 11] и Унгар [ 2] исследовали отражение наклонно падающей изгибной 
волны от ребра жесткости, используя для вычислений конкретные колеба­
тельные характеристики ребра. Случай нормального падения, эквивалент­
ный падению изгибной волны в стержне па препятствие, рассмотрен в ра­
ботах [3—7]. Ввиду большого разнообразия препятствий, в большинстве 
этих работ влияние препятствия на колебания пластины характеризуется 
двумя импеданцами — силовым и моментным *. Это оказывается возмож­
ным при том условии, что ширина контакта препятствия с пластиной мала 
в сравнении с длиной изгибной волны в пластине. В работе [3] проведен об­
щий анализ коэффициента отражения изгибной волны в стержне для про­
извольных силового и моментного импеданцев препятствия.

В двумерном случае (косого падения) также оказывается возможным 
характеризовать препятствие силовым п моментным импеданцами (или 
проводимостями), зависящими от угла падения, аналогично нормальному 
импеданцу в проблеме отражения волн от плоских границ газообразных и 
жидких сред. Это позволяет провести общий анализ коэффициента отраже­
ния для препятствия произвольного вида. Вычисления упрощаются, и ре­
зультаты записываются в компактной и удобной для анализа форме, если 
реагирование пластины на воздействие препятствия также характеризо­
вать силовым и моментным импеданцами (или проводимостями).

Пусть в безграничной пластине толщины h с изгибной жесткостью D п 
плотностью вещества р, на линии х =  хо имеется препятствие, однородное 
но длине и симметричное относительно нейтральной плоскости пластины. 
Принцип излучения используется здесь в следующем виде [8]. Если выде­
лить из полного поля Wt падающую плоскую изгибную волну

W 0 =  exp[ifcx(* — *о) +  ЖУу] **, (1)

где кх =  к  cos 0, ку =  к sin 0, Wj — смещение, 0 — угол падения, к — вол­
новое число падающей волны, то возникающее вследствие наличия препят­
ствия вторичное поле w =  Wi — w0 при \х \ -+ос представляет собой ухо­
дящую от места контакта изгибную волну. Найдем вторичное ноле, считая, 
что сила и момент реакции препятствия изменяются по синусоидальному

* Термины взяты из работы [7].
** Рассматриваются гармонические колебания, и множитель ехр (—го>*) всюду 

опускается.
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закону в зависимости от координаты у. Для этого рассмотрим вынужден­
ные колебания пластины иод действием силы Feikvy8 (х — хо) и момента 
Meihuy8(х — #о). Уравнение движения срединной плоскости пластины име­
ет вид '

Л 2w — №w =  [F6 (х — хо) +  М6Х/  (х — х0)]. (2)

Применив прямое и обратное преобразования Фурье к уравнению (2), 
можно без особых трудностей получить его решение в следующем виде:

(  ie Хо|

-+- М (eih* Х - Х о \

где кх =  (к2 +  ку2) Ч* =  к(  1 -f- sin2 0)1/г, х  — компонента волнового числа 
неоднородной волны. Дифференцируя равенство (3) но х , получим угол 
наклона пластины при повороте относительно линии с координатой х =  #>:

e i h v y  г X  —  ХоWx (х, у) = ------- F (—eihx\x~XQ\ 4- e-Ax'l^-sol) ------ -|-
v 4/ADL v . \х — Хо\

+  М (ikxeikJ x~x°' +  кх'е-к* '*-*<>') j.
( 4 )

Положив в равенстве (3) х =  х0> находим силовую проводимость плас 
тины как сумму двух слагаемых:

у) , ,  , v  - ш (  i
у,. F 0  +  У ™  —  —ГТТ^. ( —  • ( 5 )

Feihvy -х
Положив теперь в равенстве (4) x =  x0l найдем моментиую проводи­

мость пластины как сумму двух слагаемых:

_  W x  ( Х О х У )  _ у  у  - U *  ,  , v
1  м  —  — , v T t —  х  ы о ~ т  1  м п —  ,  \ 1 К х  ~ г  к х  )  ■Meihy'J АкЮ (6 )

Обозначим величину —ш  /  4k2D через у. Тогда

Yfo =  — ikx ' Yfh = Y \F
—  —j —- ,  У m o  —  ^ x y ,  У m h

к '* У- ( ? )

Величины Yfo и  Ymo зависят от чисто мнимой я-комноненты кх волнового 
числа и имеют размерность активной проводимости. Величины Yfh и  У м а  

зависят от действительной ^-компоненты волпового числа неоднородной 
волны и имеют размерности массовой и упругой проводимостей соответст­
венно. Пусть теперь препятствие характеризуется силовой проводимостью

Ueihvy
F0eiIlyy

и моментной проводимостью
6 eikyy

M0eiki,y ’

где U, б — амплитуды линейной и угловой скоростей точек контакта пре­
пятствия с пластиной, а Fo, Мо — амплитуды силы и момента сил, дейст­
вующих на препятствие.



Как следует из отсутствия перекрестных членов в матрицах проводимо­
стей пластипы и препятствия, силовые и моментные взаимодействия дают 
независимо свой вклад в отраженное поле

V = V F + V Ml (10)
где V — коэффициент отражения однородной волны.

Используя теперь контактные условия для сил и для скоростей
F +  F<>=Qr М +  М0 =  Ол 

M 0 )  +  w ( 0 ) = U y [г»о(0 )]/-И г* (0 )У  =10,
(И )

а также условия

Ур
w(0) Y F0

т (  0) Y
Ум =

F F

(0)У  Yмо 
[г£о(0)У Ym

( 12)

следующие из (3), (4), (5), (6) и (7), получим коэффициент отражения 
однородной волны:

У _____________Yp о ^  Yмо

или YF +  Yf п м YМ П

1

1 +  ik
л ’ { Ь ~

Y
1

РП
1 + ikx кх'  +

YМ П I

(13)

(14)

Коэффициент прохождения однородной волны при этом имеет вид Т  =  
=  1 +  V P -  У м .

Рассмотрим простые частные случаи. Если пластина оперта вдоль ли­
нии х =  х0 (YFa =  0, YMп =  оо), то \ V \2 =  (1 +  sin20) /2 . При 0 =  0, 
| V | 2 =  0,5, т. е. при нормальном падении от шарнирной опоры отражается 
половина падающей энергии [3]. Однако с возрастанием угла падения доля 
отраженной энергии увеличивается и У —>— 1 при 0-> я/2. Если запрещен 
поворот пластины вдоль линии х  =  x0(Ypa =  оо, Ymh =  0), то | V |2 =  
=  cos2 0 /  2. В этом случае с изменением угла падения от 0 до я  /  2, | V j2 
изменяется от 0,5 до 0. Таким образом, при косом падении силовое сопро­
тивление препятствия влияет на отражение изгибных волн сильнее, чем 
моментное, поскольку амплитуда смещений следа волны не изменяется с 
изменением угла падения, а амплитуда угла поворота следа волны умень­
шается и равна нулю при 0 =  я /  2.

Как видно из выражения (13), прозрачность препятствия обусловлена 
компенсацией вкладов от силового и моментного взаимодействий. Условие 
прозрачности (У =  0) можно написать в виде

Yp п +  Ypн YMU +  Y Ми

или

(Y  F I 1

Y  F 0

V

М О

кх
кх2 =  YM п +  kxf у.

(15)

( 16)

Условие полного отражения (Т =  0) имеет вид

YFh +  Ypn Yмо
F  0 М П +  Y.M i l

(17)

или
1 F n

кх'
М П кх' )  =  1 (18)

у /  \ у
В случае нормального падения выражения (13) — (18) согласуются с 

известными [3].
408



Если препятствие обладает только сопротивлением к перемещению плас­
тины (Умп =  сю), то частотой запирания будет резонансная частота, нахо­
димая из уравнения Yfu +  У fh =  0. Так как проводимость Ури массовая, 
то препятствие при этом должно быть упругостью. Если препятствие обла­
дает только сопротивлением повороту (У*ц =  °°)» то частота запирания 
определяется уравнением Ума - f  У мл =  0, и т. к. проводимость УМи упру­
гая, то препятствие должно быть моментом инерции.

Интересно проследить аналогию со стержнем. Если на стержне укреп­
лен антивибратор, не оказывающий сопротивления повороту, то частота 
запирапия (о =  [кл{1 /т а +  IIМо) ] ч\  где т,а — масса антивибратора, 
Аа — его упругость, Мъ =  4рк /  к — эквивалентная масса для неоднородны'! 
волны в стержне, оказывается выше парциальной частоты аитивибратора,— 
результат, полученный и проверенный экспериментально в работе [6]. 
Если на стержне укреплен антивибратор, не оказывающий сопротивления 
перемещению стержня, то частота запирания, определяемая равенством 
о) =  [ /а ^ а  +  сд) где / а — момент инерции антивибратора, Ga — его 
крутильная жесткость, Сэ =  /с /  4 D — эквивалентная крутильпая жест­
кость для неоднородной волны в стержне, будет ниже парциальной частоты 
антивибратора, что согласуется с результатом, полученным и проверенным 
экспериментально в работе [6].

Пусть теперь препятствием является ребро жесткости, имеющее форхму 
тонкой полосы, нейтральная плоскость которого совпадает с нейтральной 
плоскостью пластины. Для ребра жесткости

— ш  • —
2 W - * \ J  ’ 7М" =  GIh(kf-kVI?) ’ (19)

где В — изгибная жесткость ребра, Аизг — волновое число изгибных колеба­
ний ребра, G/K — крутильная жесткость ребра, ккр — волновое число кру­
тильных колебаний ребра. При подстановке проводимостей ребра У>п, У ми 
в формулу (14). мы получим выражение для коэффициента отражения, сог­
ласующееся с выражением работы [2].

Пусть высота ребра жесткости I =  16/г, ширина d =  2h. Для такого со­
отношения толщины пластины п размеров ребра па фпг. 1 в полярных 
координатах (klt 0) построе­
ны кривые, определяемые 
выражениями (15) — (18).
Штрихом показаны кривые, 
найдепные при условии 
У мп =  оо: а соответствует 
условию совпадения для из­
гибных волп ребра (0Из =
=  arc sin 0,25 — угол совпа­
дения) ; b — соответствует 
полному отражению. Штрих- 
пунктиром показаны кривые, 
вычисленные при условии 
y Fn =  оо: а — соответствует 
условию совпадения для кру­
тильных колебаний ребра;
Ъ — полному отражению.
Сплошные кривые А и В  по­
строены для уравнений (16)
прозрачности и запирания. Точка пересечения штрих-пунктирной 
кривой а и штриховой кривой а находится на сплошной кривой А и соответ­
ствует прозрачности ребра жесткости, обусловленной условиями совпаде­
ния как для изгибных, так и для крутильных колебаний. При этом неодно­
родные волны не возникают. Точка пересечения штрих-пунктирной кри­
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вой b и штриховой кривой Ъ лежит на сплошной кривой А и соответствует 
прозрачности ребра, обусловленной компенсацией вкладов в отраженное 
ноле от силового и момеитного взаимодействия. Отражение в этом случае 
для каждого вида взаимодействия равно по модулю единице. Как видно из

фиг. 1, влияние момеитного сопротивле­
ния ребра проявляется, когда k l > \ .  
При этом в ребре возникают волновые 
явления и выражения (19) становятся 
неточными. При выполнении условия 
(kl <  1) крутильное сопротивление 
ребра практически не оказывает влия­
ния на отражение волны, которое обус­
ловлено только силовым сопротивлени­
ем ребра. На фиг. 2 показаны значения 
модуля коэффициента отражения от 
ребра жесткости в зависимости от угла 
падения при значении kl, равном 0,75. 

Выражения (13) — (18) для коэффициента отражения и условий прозрач­
ности и запирания остаются справедливыми и в том случае, когда проводи­
мости препятствия имеют активную часть (например, при наличии внут­
ренних потерь, или в задаче об отражении паклонно падающей изгибной 
волны от крестообразного соединения двух безграничных пластин).

Автор пользуется случаем поблагодарить В. С. Григорьева за ценные 
замечания по предмету настоящей статьи.
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