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ПРОДОЛЬНО-ИЗГИБНЫЕ ВОЛНЫ В ТОНКОМ СТЕРЖНЕ

М . А . И с а к о в и ч , Л . i f .  К о м а р о ва

Изучено распространение продольно-изгибных воли в изогнутом тон
ком стержне, ось которого образует плоскую кривую. Дана безмоментная 
теория волн в таком стержне, рассмотрены некоторые частные случаи.
Дан расчет рассеяния продольных волн в стержне, мало уклоняющемся 
от прямолинейного. На основе полученных результатов разъяснен меха
низм действия «поющей пилы». Для малой кривизны стержня найдены 
поправки к скорости волн продольного и волн поперечного типа, уточ
няющие результаты бсзмомснтной теории.

Волны в тонком стержне ведут себя иначе, чем волны в жидкости, 
заполняющей узкую трубку. В частности, распространение волн в жидко
сти не зависит от того, прямолинейна трубка или изогнута; для волн же 
в твердом стержне внутренняя геометрия его оси оказывается существен
ной. Так, в- прямом стержне продольные и изгибные волны могут распро
страняться независимо друг от друга, а в изох'нутом стержне волн, несу
щих только один из этих типов, деформации нет вообще и в нем могут рас
пространяться только различные «продольио-изгибные» волны, т. е. волны, 
смещения в которых имеют как продольную, так и поперечную составляю
щую. В литературе, насколько удалось выяснить, изучался только один 
из типов продольно-изгибных волн [1]. В настоящей работе дано более 
полное рассмотрение всех типов продольно-изгибных волн, способных рас
пространяться по изогнутому стержню.

Ограничимся случаем, когда ось стержня в невозмущенном состоянии 
образует плоскую кривую и когда движение оставляет стержень в исход
ной плоскости. Пусть t u n  — единичные векторы касательной и нормали, 
s — длина дуги и сг — кривизна иевозмущенного стержня. Эти же величины 
для возмущенного стержня будем обозпачать буквами Т, N, S, 2  соответ
ственно. Введем обозначения: Й — площадь поперечного сечения стержня, 
I  — центральный момент инерции сечения вокруг оси t X п, р — погонная 
плотность стержня, Е  — модуль Юнга. Уравнения движения для смеще
ний £ и г) точек стержня в направлениях Т и N соответственно можно на
писать в виде

р |  =  ( z f c / s +  ® s)T , рц =  (F  s  +  ® s)N , (1)

где F =  QE(Ss — 1)Т —■ сила, возникающая в результате растяжения 
стержня, а Ф — перерезывающая сила. Здесь и далее точки обозначают 
дифференцирование по времени, а индекс — дифференцирование по соот
ветственной длине дуги. Перерезывающая сила связана с изгибающим 
моментом М =  1Е(2 — а), возникающим вследствие изменения кривиз
ны стержня, соотношением Ф =  —Msfi.
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В линейном приближении найдем, применяя известные формулы Сер- 
ро — Френе

Т =  t +  (о£ +  т|в)п; N =  п — (cr£ +  r|s)t,
S$ — 1 =  is — 04 ; 2  — о =  asl  +  а2̂  +  т]м.

Вычисляя при помощи этих выражений силы F и Ф, получим из форму
лы (1), сохраняя по-прежнему только линейные члены, следующую систе
му уравнений:

о£ =  £>£[(£* — or\)8 +  а2о (а £  +  о2̂  +  т)от)„], 
p ri=  — оу\) — a2(cr,g +  о2ц +  rjse) ee].

( 2)

Здесь через а =  )Ч / Q обозначен радиус инерции сечения стержня.
Уравнения (2) слишком сложны для получения каких-либо конкрет

ных результатов при произвольных характеристиках стержня и при про
извольном законе изменения кривизны вдоль стержня. Задача упрощается 
в приближении «безмоментной теории», пренебрегающей сопротивлением 
стержня изгибу и учитывающей лишь силы, возникающие при растяжении 
стержня. В этом случае уравнения (2) приводятся к следующему виду:

Р? =  — or) ) s,
•  •

РЛ —  Q £ a ( g s —  а ц ) .

Дифференцируя первое из этих уравнений по длине дуги и вычитая из 
него второе уравнение, умноженное па а, придем к следующему уравне
нию для относительного растяжении средней линии стержня е =  Ss — 1:

е — с2г3з +  с2о2е =  О, (3 )

где с —скорость Юнговской продольной волны в прямом стержне. Это 
уравнение можно интерпретировать как обобщенное волновое уравнение 
для смещений г прямого стержня (при продольных колебаниях) или стру
ны (при поперечных колебаниях), при наличии упругой связи частиц с не
подвижным телом отсчета. Погонный коэффициент упругости равен при 
этом рс2ст2.

Для гармонических волн частоты со уравнения (3) принимают вид

£ss +  (кг — о2) г =  О,
где к =  о /  с — волновое число Юнговских воли. Это уравпенне можно 
интерпретировать как уравнение одномерной задачи распространения зву
ка в среде с коэффициентом преломления, равным п =  ]/1 — о2 /  к2. Для 
гармонической волны относительно простые уравнения получаются и для 
смещений £ и ц :

2ao^ . _ /  п \  ................. г\
6.. +  ( F  -  C’) i  +  =  0, ( f ) _  +  ( * » -  о-) t  -  0.

При этом § и г] оказываются связанными соотношением
Л

( 4 )

jS =  — (к2 — о2)
а

Для частного случая постоянной кривизны * уравнения принимают вид
hs +  (к2 -  а2) |  =  0; т|„ +  (к2 -  а2) р =  0

и имеют решения вида |  =  t,oe±iikJ~a!s, р Poe,±'l,‘!_c'25, где

Ъ / Ро =  i
. у** — о2

о
* Бесконечный стержень постоянной кривизны можно представить себе, как 

стержень, имеющий форму винтовой линии малого шага; этот случай в приближении
безмоментной теории и рассматривался в работе [1].
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гармонической волны у  =  <о /  У к2 — о2 всегда больше скорости Юнговской 
волны в прямом стержне; групповая скорость, равная в данном случае 
и =  с2 / у, всегда меньше с. Следовательно, с есть максимальная скорость 
распространения сигнала по стержню постоянной кривизны. При увеличе
нии частоты и у  и и стремятся к с.

Для рассмотренного типа волн пмеется ограничение частоты снизу, 
причем критическая частота равна сокр =  со. Выше критической частоты 
волна — распространяющегося типа, ниже критической частоты волна пред
ставляет собой синфазное колебание всего стержня с амплитудой, меняю
щейся вдоль стержня по экспоненциальному закону. При со =  со,ф смеще
ния — чисто радиальные и одинаковы во всех точках стержня. Это — из
вестный случай радиального резонанса кругового кольца, длина окруж
ности которого равна длине Юнговской волны в прямом стержне.

Вследствие дисперсии собственная частота стоячих продольно-изгибных 
волн в изогнутом стержне данной длины будет зависеть от его кривизны. 
Изменяя кривизну данного стержня можно «настраивать» его на различ
ные собственные частоты. Этим объясняется способ извлечения звуков раз
ной высоты из «поющей пилы» в известном музыкальном аттракционе, 
когда обычная двуручная пила в состоянии продольного изгиба с большей 
или меньшей кривизной (кривизна регулируется нажатием руки на одну 
из рукояток пилы, упертой в пол второй рукояткой) возбуждается на соб
ственной частоте проведением смычка по гладкой кромке полотна пилы. 
Вследствие дисперсии продольно-изгибных воли обертоны «поющей пилы» 
негармоничны. Поэтому при возбуждении основного тона обертоны не воз
буждаются и получаемые звуки близки к синусоидальным [2]. При воз
буждении пилы ударом обертоны возбуждаться будут; характер тембра 
определится негармоничностью обертонов.

Если стержень состоит из круговых участков различной кривизны, 
сопряженных друг с другом без углов, то гармонические полны в нем соот
ветствуют волнам в длинной линии со скачками скорости в точках сопря
жения участков разной кривизны. Например, стержень в виде дуги окруж
ности кривизны о, занимающей угол (р и сопряженный с двумя полубеско- 
нечными участками такою же прямолинейного стержня, соответствует 
слою толщины <р / а из вещества с коэффициентом преломления 
]/1 — о2/  ft2, помещенному в среду той же плотности со скоростью звука 
с =  со /  ft. Коэффициенты отражения V и прохождения W  продольных 
волн через дугу равны соответственно

Т а к и м  о б р а з о м , п о  с т е р ж н ю  п о с т о я н н о й  к р и в и з н ы  м о г у т  р а с п р о с т р а 
н я т ь с я  г а р м о н и ч е с к и е  в о л н ы , об л а д а ю щ и е  д и с п е р с и е й .  Ф а з о в а я  с к о р о с т ь

W  —
2ft У к2 — а2е-,Лф/°

2 /ф 2 — a2cos(  у/с2 — о2—)  — £(2/с2 -  a2)sin( 1/к 2 — ст2 —

Так же, как и при прохождении через слой в задачах о длинных линиях, 
здесь отражение будет равно нулю и прохождение будет полным, если 
длина дуги окружности составит целое число полуволн, так что

--------- фyft2 — а2-— =  пк  . Аналогично можно решать и другие задачи о длин

ных линиях применительно к продольно-изгибпым волнам в стержнях, 
составленных из отрезков дуг окружностей. В отрезках с кривизной, нре-
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восходящей волновое число к  (частота ниже критической), скорость волн 
следует считать чисто мнимой.

Уравнение (4) позволяет решить задачу о распространении нродольно- 
изгибной волны по стержню, мало уклоняющемуся от прямолинейности, 
аналогичную задаче о распространении звука в среде с малыми флюк
туациями коэффициента преломления. Задача решается методом малых 
возмущений. Будем полагать о < ^ к . Тогда из уравнений (4) получим

о%
—  ) =  0. Обозначая падающую волну че-
л> ' s

рез 1° и рассеянную — через I1, найдем уравнение для I1 в виде

приближенно 1зз +  Щ  ) =  О*

5»‘ +  *2i 1 =  - f 4 Iс2ы что соответствует уравнению продольных волн

в прямом стержне, при наличии распределенных источников волн.
Пусть отклонения от прямолинейности занимают только участок 

О <  s <  /, за пределами которого стержень прямолинеен. Тогда рассеян
ное поле для s >  I («рассеяние вперед») будет

W  =  ~  ^  )  e ~ i h s  ds.
О

Аналогично рассеянное ноле для s <  0 («рассеяние назад») будет

6 2

Из полученных формул видно, что рассеянные поля пропорциональны 
квадрату кривизны стержня.

Если отказаться от приближения безмоментной теории, то удается под
робно рассмотреть только случай постоянной кривизны стержня. Уравне
ния (2) принимают в этом случае вид

р |  =  Q.E (gss — or|s +  a2oh]s +  a 2crr)sss) ,

РП =  Q-S — ohi — a2o2r\ss — ah\ssss) .

Для гармонической волны они переходят в такие уравнения:
I s s  +  к 21  —  с т (1  —  a 2a 2) r \ s +  <ja2i ) s s s  =  О,

el* +  (А2 — а2)т] — a2a2n$s — =  0.
Исключая из этих уравнений г), найдем уравнение для

U .  +  (А* +  2a2) Issss -  (х4 -  а4 -  к2а2) Iss -  х4 (к2 - о 2)1 =  О, (5)
где х — волновое число нзгибных волн на прямом стержне. Точно такому 
же уравнению удовлетворяет и х\.

Полученное уравнение имеет три пары линейно независимых решений 
(в каждой паре — волна, бегущая в одну и в другую сторону). При стрем
лении а  к нулю эти пары переходят в продольные волны и в два типа из- 
гибных волн: распространяющиеся и экспоненциально затухающие вдоль 
стержня. Поэтому первый тип будем называть продольно-изгибной волной 
продольного типа, а вторые два — продольно-изгибпыми волнами изгибного 
типа.

Если учет изгибающих моментов вносит в скорость воли продольного 
типа лишь малую поправку, то эту поправку легко найти приближенно из 
выражения (5). В самом деле, выбирая решение в виде Где «
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мало по сравнению с единицей, получим, подставляя это решение в форму
лу (5), с точностью до малых первого порядка

a  =  (o<y)2( l - 2 - ^ ) .

Что же касается воли изгибного тина, то для них кривизна мало сказы
вается на скорости распространения, если только о<^%. Это требование, 
наверное, окажется выполненным, если, например, а ^  к. В этом случае, 
подставляя в формулу (5) решение в виде е±гт* для распространяющихся 
воли и решение вида e±ns для экспоненциально-затухающих волн, получим
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