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Р а с с м а т р и в а е т с я  з в у к о в о е  п о л е , и з л у ч е н н о е  б е с к о н е ч н о й  п л а с т и н о й ,  
р а з д е л е н н о й  н е п о д в и ж н ы м и  о п о р а м и  о д и н а к о в о го  н а п р а в л е н и я  п а  и з о л и ­
р о в а н н ы е  п р о л е ты , п р и  в и б р о в о з б у ж д е н и и  п л а с т и н ы , с о с р е д о т о ч е н н о й  в 
о д н о м  и з  п р о л е т о в  си л о й , и з м е н я ю щ е й с я  во в р е м е н и  п о  г а р м о н и ч е с к о м у  
з а к о н у .  З а д а ч а  р е ш а е т с я  м е т о д о м  г л а в н ы х  к о о р д и н а т  п у т е м  п р е д с т а в л е ­
н и я  з а д а н н ы х  и  р а з ы с к и в а е м ы х  ф у н к ц и й  в в и д е  р я д о в  п о  с о б с т в е н н ы м  
ф у н к ц и я м  к о л е б а н и й  н р о л е т о п  в  в а к у у м е .  К о э ф ф и ц и е н т ы  р а з л о ж е н и я  
н а х о д я т с я  и з  р е ш е н и я  б е с к о н е ч н о й  с и с т е м ы  л и н е й н ы х  а л г е б р а и ч е с к и х  
у р а в н е н и й .  П о л у ч е н о  и н т е г р а л ь н о е  в ы р а ж е н и е ,  о п р е д е л я ю щ е е  з в у к о в о е  
п о л е  п л а с т и н ы .  В  с л у ч а е  б е с к о н е ч н о го  к о л и ч е с т в а  с л у ч а й н ы х  н е к о р р е л и ­
р о в а н н ы х  с и л  п р о в о д и т с я  ч и с л е н н о е  с р а в н е н и е  с р е д н е го  к в а д р а т а  д а в л е ­
н и я  в  п о л е  м н о г о п р о л е т н о й  и  б е з о и о р н о й  о д н о р о д н о й  п л а с т и н .

Колебания и звуковое излучение бесконечной упругой пластины при 
возбуждении ее сосредоточенной в точке силой, меняющейся во времени 
по гармоническому закону, исследовались в ряде работ [1, 2, 3]. Практи­
ческую ценность представляет также исследование аналогичной задачи в 
случае пластины, подкрепленной ребрами жесткости. Если механическое 
сопротивление ребер жесткости по отношению к внешним силам велико, то 
ребра можно рассматривать как неподвижные опоры. Задача о прохожде­
нии плоской звуковой волны сквозь пластину, закрепленную вдоль ряда 
периодических опор, рассмотрена в работах [4, 5] путем составления инте- 
гродифференциального уравнения и отыскания его решения методом глав­
ных координат [6]. Этим же методом может быть выполнено исследование 
звукового поля бесконечной многопролетной пластины, закрепленной вдоль 
периодического ряда опор, при возбуждении сосредоточенной в одном из 
пролетов силой. Ниже рассматривается случай пластины, закрепленной 
вдоль линий одинакового направления; однако решение может быть полу­
чено аналогичным образом и в случае пересекающихся опор при любых 
условиях защемления пролетов на опорах, если известны собственные 
функции для пролетов пластины в вакууме.

Постановка задачи следующая. В плоскости (х , у, 0) расположена бес­
конечная пластина, разрезанная на пролеты шириной / вдоль линий, па­
раллельных оси у, так что колебания двух различных пролетов оказывают­
ся взаимосвязанными лишь через посредство среды. В точке с координа­
тами Хи у 1, 0 на пластину 'воздействует сосредоточенная сила F6(x — х\) X 
X б (у — yi)exp( — mt),  положительное направление которой совпадает с 
направлением оси z (см. фиг. 1). Опоры, на которых закреплены пролеты, 
настолько малы, что их влиянием как отражающих «элементов при рассмот­
рении звукового поля можно пренебречь. Определим звуковое давление рм 
излучения пластины в точке М(хо, уо, %о) •

Решение задачи будем искать при помощи принципа взаимности в фор­
мулировке [7], для чего необходимо рассмотреть поле точечного источника 
звука единичной производительности в присутствии пластины, поместив 
источник в точку М. Считая давление в сферической волне заданным, опре­
делим давление за пластиной при z ^  0 в некоторой точке xi, у и zi-

Г,97



Как известно [4, 6] справедливо соотношение
2* ~0 (0 ^  Т  f  e if t [(x -a :t)?-K y -y . )2+ z ,JJ , г

,{жь у„  г‘) °  )_ [  w <*' '>  ((,  -  .  +  ( r  -  Vly +  „ у  *  »■ (Ч

й котором PF(x, у) — перемещение пластины, положительное в направле­
нии осп 2. Сомножитель схр (—гео/) здесь и далее опущен. Перемещение 
пластины определяется из уравнения колебаний, взятого в виде

Z>V2V W (х, у) — m(02W (x , у) =  р'(ж, у, 0), (2)
где V2 — оператор Лапласа, D =  Eh3/ 12 (1 — v2) — цилиндрическая жест­
кость пластины, Е — модуль упругости материала, h — толщина пластины, 
v — коэффициент Пуассона, т =  р0/г — масса единицы площади пластины, 
ро — плотность материала, р'(х , у, 0) =  р2(х, у, 0) — p,(z, у, 0) — разность 
давлений по обе стороны пластины.

Звуковое давление в нижнем полупространстве р\{х, у, 0), действую­
щее на пластину, определяется давлением в падающей сферической волне 
и излучением звука пластиной

-Ью
P t ( x ,  у ,  0 )  =  \  ^ e<[M *-*«)+*»(v-W o)+hzz») dlCx d ,- - ~

8л2 J J \ k z -  A:*2 -  *„2—oo

+  OO л')2+(у—у')2] /г

— СО
[(« - * ,)2 +  (p - p /)2],A d r ' dy'.

Давление па пластину со стороны верхнего полупространства рг(^, У, 0) 
определяется выражением (1), если принять z\ =  0. С учетом этих заме­
чаний уравнение (2) может быть сведено к интогродифференциальному 
уравнению

Z)V*VW (* , у) -  maPW(ж, р) =

г
8л2

+0О
d k x d k у

У к 2 -  кх2 -  /с 2
+

$ W (* '.s O
eih{(x̂ xy-Hv-v')V/2

[{X -  * ) г '+ {у -  V’W *
d x '  d y \
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Решение этого уравнения мы будем искать в виде ряда по формам ко­
лебании в вакууме, определенным для каждого из пролетов номера q и г 
(метод главных координат)

<х>

—т\Уя (я, у) =  2  М  Хпя (х ),
7 1 = 1

(4)
00

—UaWr(xAy) =  2 -  bhrXhr(x).
/1= 1

В виде аналогичного ряда представим и давление на пластину

dkx dkv о о
Ь  1 I--------V \ ег[/1х(,х-Хо)+ку(у-уо)+кгго] —

8я2 J J У/с2 -  кх2 -  ку2
апяХпч(х),

71=1

+ 0 О dkx dky
a n <i = -------—  ̂  ̂e i[ftxW--̂ )+fe„(y-vo)+ftzzo] а п ( к х ) —

8 я 2 •’ J У/с2 -  /с,2 -  /су2
; (5)

— о о

1 с««(**) =  у  J e*ft*xXn(a;)<£r.

В этом разложении использовано свойство ортогональности форм коле­
баний, позволяющее написать условия:

(*+1)1
5 X n q ( x ) X f ( x ) d z  =

q l

О нри к ф п ;  
L  нри к =  п. (6)

Величина L в выражении (6) может меняться от пролета к пролету, 
если параметры пластины меняются при изменении номера пролета. Одна­
ко в дальнейшем будем полагать, что все пролеты одинаковы.

Аналогично формуле (5) будем искать коэффициенты bnq в интеграль­
ном виде:

bnq =
8л2

c J  dkx dky}  ̂ e^kx ^ i - ^ m v{v-y^kzzo\ Ьп (кХ1ку)-
— о о

у  к2 -  кх2 -  ку2

Подставляя выражение (4) в левую часть уравнения (3), найдем

—  [ \  ei x̂(<i‘- ^ ku(-y-,̂ +ĥ { ' 2 i b n (kx, k v)ZnX n<i{x) | —
8я2 J J 1 , '~)к2 кх2 ку2

— ОО 7 7 = 1

' п  == — йо — m |^l —
<*nz(ky)

(i)‘
Для определения величины <оп2(ку), входящей в последнее выражение, 

необходимо обратиться к уравнению свободных колебаний пластины в ва­
кууме

d \ » x *!1*L  +  2 ” "<?! ■ + ______
L dxt 1 дх* ду* ^  дуь

— mcoW(;r, */) =  О,

решением которого является функция W{x, у) =  ethvyXn (x) , причем

D [Р Х пя (х)
да* -  2 ку‘

д°-Хп (х)
дх2

+  ку‘Хпя{х) J — mo)n2(ky)Xnq{ x ) =  0.
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В случае пластины, свободно опертой вдоль кромок х =  ql, граничные 
условия и уравнение колебаний оказываются удовлетворенными, если по­
ложить X nQ (#) =  sin птс(х — ql) /  / и

(ОпЦку) = D m.

Выбранная таким образом функция Х пч(х) удовлетворяет использованно­
му ранее условию (6), причем величина L =  I /  2.

Рассмотрим теперь второй член в правой части уравнения (3), который 
можно написать в следующем виде:

фСО
л

+ о о  <Г + 1 >* + о о  с о«  Г С v-1 emx-x'mu-vVYI*s S $  ̂1+ dx'dy'. (7)
г = — с о  vl — с о  k = i

Входящее под интеграл выражение допускает интегральное представ­
ление

. + 0°'2 I C C------  = ----  \ \ Н̂Кх-жО-НКУ-У')]
[ ( х  — х ' ) 2 ( у  — у ' ) 2]Ч* 2 я

eikux-x'mv-y'm

—  с о

d£ dr)
У*2 — £2 — rf

Это же выражение можно написать в следующем виде:
еЩ(х-хУ-НУ-У')7] о о

\ ( х - Ху  +  ( у - у ' )*\,ь7ЪЪ7 = 2
П*1

. +оо (8)

Cn‘i =  —  J $ е'[ 1а(1 (| ) 
2л

d£ dr)

— о о
У*2 - 12 -  л2

Подставляя выражение (8) в формулу (7), мы найдем новое выраже­
ние:

+оо оо оо (r+i)l +оо
^ • 2  S  2  *»*(*) S J bh'X„r(x') спя d x 'd y '.  (9)

г = —оО /< =  1 71 = 1  r l  —СО

В выражении (9) интегралы по х' и у' могут быть вычислены, если 
подставить вместо Ьпг и Спч соответственные интегральные выражения и 
воспользоваться формулой суммирования Пуассона [8], имеющей в нашем 
случае вид:

+оо +оо
2  eWx-W = 2л 2  в [(А .— 6 ) i- 2 w ] .

оо оо
В результате мы получим

-н» -  -
5 eMJ*‘-*o)+by<»-Vo)+kr*ol { 2  2  bf<(kx, k y)ZknXn<i(x)' X

Л= 1  71 =  1
d/cx d/с,,

— с о

х

+°°
=  рс 2

у/с2 -  кхг -  V  

ал(£о)а«(£о) t , 2nr -  у So =  кх — ----
2 I
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Возвращаясь к уравнению (3), мы можем получить следующее равеи-

для выполнения которого необходимо, чтобы выражение в фигурных скоб­
ках обращалось в нуль. В результате мы приходим к системе линейных 
алгебраических уравнений для определения коэффициентов Ьп {кХуку). 
Аналогичная система была получена и исследована в работах [4, 5]. Там 
же приведено физическое истолкование входящих в систему коэффициен­
тов Z n и Zhny которое справедливо и в нашем случае.

Располагая совокупностью коэффициентов &»(&** *у)» используя выра­
жение (1), найдем звуковое давление p(xi, iji, z {) в сферической волне, 
прошедшей сквозь пластину

В соответствии с математической формулировкой принципа взаимности 
звуковое давление, создаваемое пластиной при воздействии единичной со­
средоточенной силы, приложенной в точке xiy у i, 0 в пролете q, определится 
в виде производной др(хи yt, Zi) /  dz± при Z\ =  0, при вычислении которой 
необходимо учесть соотношение

В результате мы находим звуковое давление рму создаваемое пласти­
ной в точке х0у [/о, 20:

Выражение (11) близко по внешнему виду к интегральному выраже­
нию поля бесконечной пластины, возбуждаемой сосредоточенной гармони­
ческой силой [1]. Разница лишь в подынтегральном выражении, в которое 
вместо фигурных скобок в случае бесконечной пластины должен быть под­
ставлен коэффициент прохождения плоской волны *. Однако прямое сопо­
ставление результатов расчета поля давления на основании выражения 
(11) и на основании результата работы [1] нецелесообразно, поскольку 
выражение (11) зависит не только от механических параметров пластины,

* Результаты работы [1] в нашем случае должны быть откорректированы с уче­
том наличия среды по обе стороны от пластины.

ство:

(<ЖУ(<ЖУ
( 10)

у/с2 -  к х 2  -  к у 2

d H o W ( k '1 ( z i - z ) 2 +  Zi2 i
dz\ при Z 1 = 0

=  i26(x — xi).

си )

У /e 2  —  к х  2  —  к , /
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но и от геометрических факторов, т. е. от расположения точки возбуждения 
относительно линии опор. В частности, при х\ =  ql рм (хо, г/0, z0) =  0.

Поэтому целесообразно оценить влияние резонансных явлений на ха­
рактер звукового поля в несколько ином случае, например, при возбужде­
нии пластины некоррелированными случайными силами, стационарными 
во времени и по пространству. Примем, что корреляционная функция сил 
имеет вид Ф(<о)6(г — г'). Тогда корреляционную функцию в поле 
Г(К, R'; <о) можно выразить в виде интегрального соотношения

Г (К ,Н ';« )= Ф (с о )$ $  g (R, г; to) g* (IV, г'; со) б (г г') dr dr', (12)
s s

в котором £(R, г ; о ) определяет в соответствии с формулой (И ) звуковое 
давление в точке с радиусом-вектором R при возбуждении пластины в точ­

ке г. Звездочкой обозначена комплексно-сопряженная величина. При 
R =  R' функция Г (R, R; <о) определяет средний квадрат давления в поле.

Подставляя выражение (11 )в формулу (12) и выполняя очевидные 
преобразования, найдем средний квадрат давления в поле многопролетпой 
пластины:

Г (R, It; о») = (  P°L\2 Ф (^1 2  \  5 вЭДЗДЯ**»,-*,')*.] X
\4 я  / 2  J Jq= — с о  —со

П —1 kzkz'
причем

^ =  _  5 * ) !_  V J ‘  .

Для дальнего поля пластины при kl <  2я последнее выражение можно 
упростить

T(R,R; ©) =  Q ^ — ^ “ 5 Т . 2  \Ъп(кх,ку) | 2tg0d0tf(p.
0  О п= 1

( 1 3 )
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Аналогичное выражение может быть получено и для бесконечной пла­
стины, если исходить из формулы (12) и результатов работы [1].

Формула (13) была использована для выполнения численного расчета
среднего квадрата звукового давления в дальнем поле многопролетпои пла­
стины, причем в качестве единицы измерения принималась условная вели­
чина, равная среднему квадрату давления в дальнем поле бесконечной пла­
стины, толщина которой бесконечно мала. Найдепная таким образом функ­
ция х2 имеет следующий вид:

Опа пе зависит от параметров внешних сил и является функцией лишь 
параметров многопролетной пластины.

При выводе формулы (14) предполагалось, что для определения 
bn(kXiky) вместо решения бесконечной системы уравнений можно вос­
пользоваться приближенной зависимостью bn (kXlkv) =  ап (кх) /  (Zn-\-Znn; .

На фиг. 2 представлены результаты расчета по формуле (14) для сталь­
ной пластины в воде при отпосительной толщине kh =  0,2, причем по гори­
зонтали отложепа величипа kl, а по вертикали значения функции х* Пунк­
тиром показано значение х» вычисленное для однородной бесконечной пла­
стины той же толщины. Внутренние потери в материале пластины не учи­
тывались. Результаты расчета показывают, что в диапазоне частот, когда 
длина волны в среде больше или сравнима с расстоянием между опорами, 
среднеквадратичное давление в дальпем поле многопролетной пластины на 
частотах резонанса пролетов на б—8 дб превосходит величину средне­
квадратичного давления в поле однородной бесконечной пластины при от­
носительной толщине kh =  0,2. Однако при учете реальных внутренних 
потерь в материале пластины разница в величипе давлепия оказывается 
существенно меньшей. С уменьшением относительной толщины пластины 
кривая па фиг. 2 смещается в сторону малых kl, сохраняя свой характер.
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