
А К У С Т И Ч Е С К И Й  Ж У Р Н А Л

Т о м  X I V 196 8 В  ы  п .  1

УДК 534.121

О НОРМАЛЬНЫХ ВОЛНАХ В ПОЛОСЕ С ПОПЕРЕЧНОЙ КРИВИЗНОЙ
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Рассмотрим бесконечную полосу, представляющую собой часть цилинд
рической оболочки, защемленной но краям, расположенным вдоль обра
зующих. По такой полосе, как по волноводу, могут распространяться 
упругие волны, которые по аналогии с обычными случаями волноводного

распространения мы бу- 
иг дем называть нормальны-
А мп. Задача будет рассмот-

репа в криволипейных ко
ординатах а и р ,  причем а 
совпадает с обычной ци
линдрической координа
той Z, р представляет со
бой длину дуги направ
ляющей (см. фигуру). 
Вектор смещения каждой 
точки полосы из положе
ния равновесия U в общем 
случае может быть пред
ставлен тремя скалярными 
компонентами (Ui, U2l U3). 

Пусть U\ и U2 есть проекция смещения U на касательные к оболочке, при
чем первая направлена вдоль оси а, а вторая перпендикулярно к пей (по 
касательной к оси р). Компонента U3 есть проекция вектора смещения на 
внешнюю нормаль к оболочке.

В выбранной системе координат уравнения движения оболочки отно
сительно переменных Uu U2, U3 имеют вид [1]
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Здесь введены обозначения: с — У К  /  р (1 — а2) — скорость продольных 
волн в тонкой пластине, Е  — модуль Юнга материала, ст — параметр Пу-

? л д~ , &ассона, р — плотность материала, h — толщина пластины, А =  ------j-------,
да2 др2

R — радиус поперечной кривизны.
Граничные условия, соответствующие случаю защемленных краев по

лосы, расположенных вдоль образующих с координатами Р =  ±Ро, мож-
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по написать в виде

Р =  ±Ро
dU3

Здесь 2(30 — длина дуги поперечного сечения пластины, играющая роль 
ширины.

Будем искать решение задачи, соответствующее волнам, бегущим вдоль 
оси а, в виде

Uj  =  V а  =  1,2,3). (3)
Подставляя выражение (3) в уравнение (1), мы получим систему обыкно- 
венных дифференциальных уравнений относительно РДр). Решение ищет
ся, как обычно в подобных случаях, в виде Fj(p) =  А

Для определения Aj мы получим систему алгебраических уравнений:

Для того чтобы эта система имела нетривиальные решения, необходимог 
чтобы определитель был равен нулю. Таким образом, мы приходим к ха
рактеристическому уравнению:

Раскрытие этого определителя, как легко заметить, приводит к уравнению 
вида Рв(Х) =  0, где Р*(Х) — некоторый полипом бичетвертой степени от
носительно X. Пусть Хп — корни этого полинома, т. е. Ps(hn) =  0 при 
п =  1, 2, 3, 4, 5, б, 7, 8, тогда Аз =  —М, Х$ =  —Лб, h  =  —Xs.

При каждом Хп система (4) имеет нетривиальное решение ЛДА,П) 
(/' =  1, 2, 3). Поскольку существует восемь различных значений ап, то 
решение системы уравнений (1) можно написать в виде Uj —

/  8

=  ( Ъ А > (К )еК
7 1 = 1

являются независимыми, поскольку коэффициенты A j n =  A j ( X n ) связаны 
уравнениями (4). Поэтому удобнее, введя независимые константы ап, на
писать решения в следующем виде:

е'каьш . Получепные таким образом величины Uj не
/

V\ =  а \е ^  +  +  «зс>,зр +  ake7’& +  г^а^е7̂  +
+  ei6a6e ^  +  епа7еу*  +
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у 2 =  e2ia i^ 'P  +  822«2^ р +  +

+  В 2 ъ ^ кф +  ezedQeW  +  е - я а ^ Л  +  одде**9,

У г — 4- ездо*4* +  гззйзеЯзР +  езФ&%& +
+  +  а&е^ +  а7е ^  +  atffct.

Выбор формы записи решения, вообще говоря, неоднозначен. Выбран
ная нами форма решения связана со следующими физическими соображе
ниями: при R -у  оо решения должны переходить в различные типы волн, 
существующих в тонкой прямой пластине, а именно, в продольные и сдви
говые волны (вектор смещения в плоскости пластины) и в изгибные (век 
тор смещения перпендикулярен плоскости пластины).

Следовательно, если корпи Я], Я 2, Аз, Я4  отнести к тому типу воли, при 
которых смещения остаются в плоскости пластины, т. е. U\ Ф  О, и ^ Ф  О, 
Us-*  0 при R - *  оо, то 815, ei6, si?, eis и егз, £26, £27, £28 должны исчезать при 
R - * o o .  Поскольку в этом случае корни Я5, Яе, Я7, Я8 будут относиться к 
волнам типа изгибных (Ui — О, U^-* 0, Us ф  0 при #->-оо), то величины 
езь 8з2, £зз, £34 также будут исчезать при R  ->- оо. Вес исчезающие при R -* 
- у  оо величины Sju удобно рассматривать, как обусловленные кривизной 
коэффициенты влияния одного типа волн на другие. При любой другой 
форме записи решения мы столкнулись с бесконечными значениями гц{ 
при R  *• оо, что представляется нам весьма неудобным из-за необходимо
сти исследовать возникающие неопределенности.

Из системы алгебраических уравнений, вытекающей из выражения (4), 
получаем сначала для 1 ^  п 4

и затем дли других п ^  5

Подставляя решение (6) в граничные условия (2), мы получим систему 
однородных алгебраических уравнепий.
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Условие нетривиальной совместности этой системы запишется в виде

ch ?ч р0 ch А-зРо 8i5 Cll X-5po 817 Ch Л760
821 sh А,1ро e >3 sh Я»зР0 8-25 Sli X5P0 827 sh M o
8:п ch ÂiPo 8:13 ch ôpo ch l b P.) ch M o
6,tiA»x sh A-iPo 833̂ 3 sh A/3P0 sh Po X7 sh X7P0
sh A-iPo sh X3P0 815 sh A.6po 8lT>h X7fi0
e>2i. ch A-iPo 803 ch Vjpo 825 ch Я5Р0 827 Cll X7 p,
831 sh A.1P0 833 sli А-зРо sh X5 Po sli X7 Po
£31̂ 1 ch XiP) 83.Д3 ch ^зро a,5 ch л5ро X7 ch ^7po

Отсюда видно, что условно совместности распадается на два независимых 
условия. Когда обращается в нуль первый определитель, решения оказы
ваются такими, что соответствующая им деформация оболочки симметрич
на относительно оси а. Такие нормальные волны мы будем называть сим
метричными. Когда обращается в нуль второй сомножитель из формулы 
(8), волны являются антисимметричными.

Перейдем к исследованию уравнения (8), которое является дисперсион
ным уравнением, определяющим скорость распространения различных 
нормальных волн вдоль исследуемого волновода. Вначале интересно рас
смотреть поведение корней этого уравнения, без учета кривизны, т. е. в 
пределе при /?->- оо.

Положив 1 1R =  0, получаем

823°= - i ( l ~
2со2

(1 -  a) to# ■ г .
8 23° =  0 , €25° =  О, С270 =  0 , 831° =  о, £зз° =  0 , 8i5° =  0 , 817° =  0 . ВсрХНИЙ 
индекс (нуль) означает, что соответственные коэффициенты влияния ejn 
я в л я ются н р еде л ьн ы ми.

Из уравнения (5) при Л =  оо получаем

V “ + i i ) +

Можно определить корни этого уравнения:

2 (о2 \'А
1 — ст "с2" / л

< V )  =  -  (V )  =  (  *2 -  . (V )  =  —(^8°) = (  А2 +
<аУ12
ch т  ■

Как и следовало ожидать, эти корни совпадают с соответственными вели
чинами, получающимися для различных типов волн в тонкой прямой пла
стине. Первые четыре корня относятся к продольным и сдвиговым волнам 
(вектор смещения в плоскости пластины), последние четыре корня соот
ветствуют однородным и неоднородным изгибпым волнам.

Дисперсионные уравнения для симметричных и антисимметричных 
волн соответственно при s =  1 / R =  0 принимают следующий вид:
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Как видно, каждое из этих дисперсионных уравнений распадается в свою 
очередь на пару независимых соотношений, каждое из которых является 
дисперсионным уравнением для продольно-сдвиговых волн, с одной сто
роны, и изгибных — с другой. Это представляется естественным с физиче
ской точки зрения. Из этих уравнений также можно получить дисперсион
ные уравнения, полученные в работе [2] для прямой полосы.

Перейдем теперь к рассмотрению дисперсионных уравнений для поло
сы с любой конечной кривизной, ограничиваясь исследованием влияния 
параметров пластины- - волновода на критические частоты для нормаль
ных волн [3J. Положив в уравнении [5] к =  0, приводим это уравнение 
к виду:

(1 — or) h 2

12 m i 2м* l [ w -(1 — ст) с2 J L

Приводим уравнение (12) к виду:
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Один из корней этого уравнения — /.3 находится в замкнутой форме; Хз2 =  
=  2о>2/ с2(1 — о). Для величин Aj2, А*2 и А?2 остается бикубическое урав
нение:

оз*
Ай +  А4------- X2

со212
с2№ {

2 (о212 (о412
S ’ с2А2 с'-А2 Н -

(14)
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Один корень этого уравнения — Xr, как видно из точного расчета, почти не 
зависит от h. Поэтому для приближенного расчета Хг (именно этот корень 
нс зависит от h) можно положить h —  0. Таким образом, мы получаем из
вестное соотношение: X,2 =  s2 — о>2 /  с2. Для вычисления других корней 
воспользуемся свойством многочленов:

Xi2 +  Х52 +  Х7 2 =  -со2/с2, Xi2X52X72 =  -  [s* -  о)2/с21 со212/с2А2. 

Отсюда следует
со212

Х52 +  Х72 =  -  s2, Х52Х72 =  -  —— .

Таким образом, корни Х52 и 7-г можно найти как корни квадратного трех-
со212

члена Z2 4- Zs2-------- * =  0. Следовательно,
с2№

Зная Х5 и Х7, можно написать следующие уравнения для частот попереч
ного резонанса для симметричных и антисимметричных волн:

1 1 1
с 111 XxRq cth X5fy) clh X7p„

Численное решение этих уравнений, если учесть сделанные выше 
допущения, не представляет особых трудностей. Соответствующие кри
вые будут приведены в следующей работе.
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