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Р а с с м а т р и в а е т с я  з а д а ч а  .■ о б  о т р а ж е н и и  -з в у к о в ы х  в о л н , с о з д а в а е м ы х  

т о ч е ч н ы м  г а р м о н и ч е с к и м  и с т о ч н и к о м , о т  т о н к о й  б е з г р а н и ч н о й  у п р у г о й  
п л а с т и н ы  в  д в и ж у щ е й с я  о д н о р о д н о й  с р е д е . О т р а ж е н н о е  п о л е  п р е д с т а в л е ­
н о  в  и н т е г р а л ь н о й  ф о р м е  в  в и д е  р а з л о ж е н и я  п о  п л о с к и м  в о л н а м .  В  р е ­
з у л ь т а т е  а с и м п т о т и ч е с к о г о  в ы ч и с л е н и я  и н т е г р а л а  м е т о д о м  с т а ц и о н а р н о й  
ф а з ы  и  у ч е т а  п е р в о г о  ч л е н а  в  р а з л о ж е н и и  п о д ы н т е г р а л ь н о й  ф у н к ц и и  в 
о к р е с т н о с т и  с т а ц и о н а р н о й  т о ч к и  у с т а н а в л и в а е т с я ,  ч т о  н а  б о л ь ш и х  р а с ­
с т о я н и я х  о т  п л а с т и н ы , к а к  и  в  с л у ч а е  н е п о д в и ж н о й  с р е д ы , п о л е  п р е д ­
с т а в л я е т  с о б о й  г е о м е т р и ч е с к и  о т р а ж е н н у ю  « с ф е р и ч е с к у ю »  в о л н у .

Рассмотренная нами, ранее в работе [1] задача об отражении плоской 
звуковой волны от упругой пластины в однородной движущейся среде 
возникает, если источник звуковых колебаний расположен очень далеко 
от пластины (в бесконечно удаленной точке). Проанализируем другой 
случай^ когда расстояние от источника до пластины конечно. Исследова­
ние поля точечного источника над поверхностью пластины в движущейся 
однородней среде может иметь известное практическое значение.

Пусть в точке (0, 0, z) прямоугольной, неподвижной относительно пла­
стины, системы координат расположен источник гармонических звуковых 
колебаний частоты о> и требуется определить звуковое поло над пласти­
ной, расположенной в плоскости хОу. Направление потока пусть совпада­
ет с положительным направлением оси х. Для определения поля отражен­
ной волны воспользуемся методом плоских воли, детально развитым 
Бреховских [2], в частности, применительно к теории отражения сфери­
ческих воля от плоских границ раздела в неподвижной среде. Следуя ра­
боте [3], представим поле точечного источника в движущейся однородной, 
среде в интегральной форме в виде суперпозиции плоских волы
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Поле отраженной от пластины волны естественно рассматривать как сово­
купность плоских волн, входящих в разложение (1), приписав каждой 
волне соответственный коэффициент отражения А (рg, ру) и учтя набег
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фазы па пути распространения падающей и отраженной волн от источ­
ника к приемнику. Следовательно, для ноля отраженной волны можно 
написать выражение:

-н»
'r(z; у, z) =  —— 1 = =   ̂ \  ехр

2л}'1 -  р* К Pi
У 1 - Р ;

iPvV +

+  гу/с2 — Ру2 — p f  (z ■+ zo) ] A (ph py)
dpidpv (2)

i h 2 - p 2-  р-г
Проанализируем интегральное представление (2). Для этого, прежде все­
го, напишем выражение для коэффициента отражения А (р р у) . Рас­
смотрим случай, когда учитываются лишь изгибные колебания пластины 
и не принимаются во внимание поперечные колебания сжатия. В этом 
случае коэффициент отражения определяется формулой

где
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— импеданц излучения. В приведенных выше соотношениях и дальше
к =  со /  с, Те =  к  /1  — р2, с —- скорость звука в неподвижной среде, =  
=  pift — масса пластины на единицу площади, h — толщина и pi — плот­
ность пластины, kf =  со /  с/, с/ — скорость распространения изгибных 
колебаний в пластине, р — число Маха; множитель охр(—itot) опускаем.

Преобразуем интеграл (2) к более удобному для дальнейшего анализа 
виду. Введем поджатую систему координат у, z

y  =  y , z  =  z (3)

к
= г У I - ? 2- (4)

У1 -  Р:
и сделаем замену переменных интегрирования

к к
Р1 =  - 7= = -  0 cos ф, ру =  -====- q sin ф, pz

У1 — Р2 y i — р2 y i —
Предположим также для простоты рассмотрения, что скорость распрост- 
раненид изгибных колебаний в пластине существенно меньше скорости 
звука в окружающей среде, т. е. пусть /с/ >  к . Это не ограничивает общ­
ности рассуждений. Напишем с учетом сделанных допущений интеграл 
(2) в поджатой системе координат и в новых переменных q и <р.
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( 5 )

где b =  pc /com).
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Вычисление интеграла (5) проведем, пользуясь асимптотическим ме­
тодом интегрирования двойных интегралов [4]. Введем сферическую си­
стему координат с началом в точке, совпадающей с «мнимым источни­
ком», т. е. зеркальным отображением действительного источника. Для 
этого положим

£ =  г cos г|) cos х, y =  r cos-ф sin х» 2 +  Zo =  г sin ф. (6)

Заметим, что из условий получения интегрального представления (5) сле­
дует брать ту ветвь y'q2 — 1, для которой при больших q корень положи­
телен. Особая точка обходится под осью q, откуда следует, что при q <  1 
корень У?2 — 1 =  —/у 1 — q2. Теперь выражение (5) принимает вид
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Рг(г,ф, %)=,-----------ехр

2.Л h У1
— /' COS -ф COS X
Р2

-I
J $ 4d4 X

О
2я д ______
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(кр
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Напишем формулу для асимптотической оценки двойпых интегралов 
при больших г.
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Здесь контур Г заключает область интегрирования S. Индексы 00 указы­
вают на то, что значение функции берется в стационарной точке <ро, tfo, 
в которой функция достигает минимума или максимума (в первом случае 
следует взять верхний знак, во вто­
ром— нижний). Формула (8) получена 
в предположении, что функции F(q, ф) 
и u>(q, ф ) непрерывны вместе со своими 
производными, причем первая до вто­
рой, а вторая до четвертой включитель­
но. Область интегрирования для рас­
сматриваемого нами двойного интеграла
(7), показана па фигуре. Производные 
функции F{q, ф) становятся разрывны­
ми на прямой Е1\ на которой обраща­
ется в нуль корень Уqz — 1. Поэтому
область интегрирования мы разобьем на участки S i и S4, а также S2 и S$, 
расположенные по обе стороны прямой EF *. Найдем точки максимума 
или минимума функции w(q, ср). С этой целью исследуем систему урав­
нений Wy =  0 и wq — 0 (при этом из исследования исключим углы я|),

* Соображения, излагаемые ниже, во многом подобны рассуждениям, приведен­
ным в статье [5].

Я rf Г Fz  Н 9
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близкие к нулю). Мы имеем

q siinj) — y i  — q2 cos ф cos (<p — x) =  0 \
3 cos ф sin (ф — %) =  0 \)‘

Система уравнений (9) удовлетворяется в тоннах с координатами

q =  cos ф, Ф =  X ПРИ Ф <  п  /  2, 
q =  —cos ф, ф =  я  — х при ф >  я  /  2, 

а также в тоннах
Л I я  , Зя

< 1 = о, Ф = х + -7Г’ ф = 5с+ 2_-

(Ю)

(11)

Из решений системы уравнений (9) следует, нто стационарная тонка на­
ходится в области S\, и является тонкой эллиптического типа, в которой 
функция w(q, ф) имеет максимум, поскольку

и>дч(Яо, фо) =  0, н>дд(2офо)10<рф(2офо) >  0 и глдд($о,Фо) <  0.
Определим основную часть интеграла (7) в стационарной точке. На 

основании формулы (8) она будет равна

Рг (г, ф, х) «  —
г(1 — |32) sin ф

г[(1 —  р2)3/гвтф  +  26(1 —  cos ф cos х)2]
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L у  1 _  рг J

X.

или в первоначальной системе координат х, у, z

icomi (1 — р2) 3Ь sin ф
Рг (г, ф, х) ~  -

k t i i u i  ( I — р2)3/2 s in  я|) — 2 р с  [1 —  р cos ф cos х]2

ехр [г/с7?1*] ехррЩ*]
X -----^ ------ =  ■/1(ф.х) —

X

Ri Вх (12)

где
В 1 =  У * 2 +  ( 1  -  р 2)  [у2 +  ( z  +  z „ ) 2 ] ,  R S  =  Д ,  -  pa:.

К выражению (12) следует добавить член, получающийся после вычисле­
ния интеграла по контуру Гь ограничивающему область Sf. Точки, опре­
деляемые соотношениями (11), окружим малыми полуокружностями и 
примем за контур интегрирования l'i прямоугольник А В Е \Ь \ с двумя вы­
резами у точек, определяемых равенствами (11). Устремим радиусы полу­
окружностей к нулю. Нетрудно видеть, что интегралы но полуокружно­
стям исчезают, так как в них подынтегральные» функции остаются 
ограниченными, а путь интегрирования бесконечно убывает. На прямо­
линейном участке А В  контура интегрирования \ \  интеграл исчезает, так 
как здесь обращается в нуль подынтегральная функция. Интегралы по 
путям AF\ и BEi взаимно уничтожаются, ибо подынтегральная функция 
при ср =  0 и ср =  2я одинакова, а интегрирование по g в этих интегралах 
ведется в противоположных направлениях. Остается интеграл но пути 
Eil'\ и остаточный член, порядок которого больше г*1. Оценим теперь ин­
теграл по области Sa. В этой области стационарные точки отсутствуют 
и двойной  интеграл по области сводится на основании формулы Грина 
к интегралу по контуру этой области прямоугольнику E2F2GI1. Интегралы 
но путям EoG и  Е2П взаимно уничтожаются. Интеграл по пути GH содер­
жит затухающий с ростом q но показательному закону множитель и по­
этому исчезает, если этот путь удаляется в бесконечность вдоль оси q
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и тем самым получается значение интеграла по полубескопечной полосе. 
Остается только интеграл по прямой E2F2. Для оценки интеграла по об-
ластям S2 и S3 оказывается удобным ввести новые переменные у=У 1 — Q2 
и г) =  <р так, чтобы одна из границ области совпадала с кривой, на кото­
рой у =  0. Поскольку в областях S2 и S3 имеет место неравенство 
grad w Ф  0 и это неравенство не нарушается ни внутри области, ни на 
ее границе, то как и в предыдущем случае, пользуясь формулой Грипа, 
поверхностные интегралы можно заменить интегралами по контурам, ог­
раничивающим области S2 и S3. Анализ этих контурных интегралов во 
многом подобный вышеизложенным рассуждениям, приводит к заключе­
нию, что интегралы по областям S2 и S3 дают члеп порядка больше, чем 
г-1 и этот член*при больших г может не учитываться, поскольку основное 
значение интеграла имеет порядок г-1. Наконец, интегралы по прямым 
E\F\ и E2F2 оказываются равными и противоположными по знаку.

Таким образом, на достаточно больших расстояниях от пластины поле 
отраженной волны, возникающей в результате действия точечного гар­
моническою источника звуковых колебапий над пластидой в однородной 
движущейся среде, полностью определяется коэффициентом отражепия 
пластины. Имеет место так называемое геометрическое отражение поля 
точечпого источника от пластипы, так же как это происходит в неподвиж­
ной среде.

Полученному результату нетрудно дать физическое объяснение. Дело 
в том, что в процессе вычислспия двойного интеграла (7) мы воспользо­
вались методом стационарной фазы. Это равносильно тому, что из всего 
набора плоских волн, составляющих поле точечного источника в движу­
щейся среде, мы учли лишь то волны, приходящие в точку наблюдения, 
которые имеют одипаковую фазу. Поле в точке наблюдения, в рамках 
выполненного расчета, состоит из совокупности плоских воли, геометри­
чески отражештых от пластипы. Найденное приближенное выражение для 
отраженного ноля над пластиной справедливо при больших значепиях R\. 
Для того чтобы получить выражение, описывающее поле вблизи от пла­
станы, необходимо в процессе асимптотического вычисления интеграла
(7) учесть последующие члены разложения подынтегральной функции в 
окрестности стационарпой точки. Для этого можпо воспользоваться соот­
ветствующими формулами, полученными, например, в работах ffi и 7]. 
Вычисления эти довольно громоздки и мы их не приводим.

Мы рассматривали случай, когда скорость распространения изгибных 
колебаний в пластине всегда мала по сравнению со скоростью звука в дви­
жущейся среде. Все рассуждешгя остаются без существенных изменений, 
если это ограничение отбросить и в окончательную формулу подставить 
выражение для коэффициента отражения, свободное от этого ограничения.
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