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РАСЧЕТ РЕЗОНАНСНЫХ ЧАСТОТ ИЗГИБНО КОЛЕБЛЮЩИХСЯ 
НЕОДНОРОДНЫХ СТЕРЖНЕЙ ИМПЕДАНЦНЫМ МЕТОДОМ

В .  В .  Т ю т е к и п ,  А . I I .  H I n e a p  н и к о е

В работе авторов [1] при рассмотрении изгибных колебаний неоднородных 
стержней были введены так называемые «внутренние» изгибные пмпеданцы z ilt(x), 
связывающие соотношением (5')i*  изгибающий момент М (.с) и перерезывающую 
силу Р(х) со смещением W (х) и углом наклона V(x).  В настоящей заметно пока 
заш> применение рассмотренного имдеданцного метода к расчету резонансных ча
стот изгибно колеблющихся неоднородных стержней.

Пусть имеется неоднородный стержень, один конец которого (х =  0) свободен, 
а второй (х =  L) нагружен на некоторую импедаицную нагрузку z ik° (для простоты 
будем считать ее чисто действительной л такой, что 2 12° =  — Тогда условия 
на границах для системы имиедаыцев z ik(x) будут

zik( 0) = 0 , (1)
M(L)

Boko2
+  2i b°W (L),

F(L) V(L)
— =  _ 2l2° _ J _ ! _  +  z z 2 ° W ( L ) .  

B 0 k 0 3 k 0

Решая систему (9)t с начальными условиями (1), мы получим некоторые значения 
импедаыцев z ik(x)t которые при х =  L должны удовлетворять тем же соотноше
ниям:

M(L) VIL) F(L) V(L)
—L L ^ t l t { L ) ~ ! + z » [ L ) W ( L ) ,  - ^ - 4 = -  +  *11(i)W (L ). (3)
Boko2 ko Boko' S“- ho

Приравнивая правые части в выражениях (2) и (3), мы получаем линейную систему 
алгебраических уравнений относительно величин V(L) и W(L):

V(L)
[zI , (L) -  2 и ° ] ------------ +  [ * „  (L) -  *«• ] W (L) =  0 ,

k 0

V(L)
-  [zn ( I ) ~  z,2°]-------- +  [ • » ( £ ) -  z22*]W(L) =  0.

ko W

* Обозначение ( )t всюду в дальнейшем относится к формулам работы [1].
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Система (4) имеет нетривиальное решение относительно величин V (Ь) п ИЦ£») нг 
тех частотах, при которых определитель этой системы равен нулю:

=  [* .,№ )-  * 1 ,ф й № ) - 222°] +  [2,2( Ь ) -  =  0.
(°/

Таким образом, уравнение (5) можно рассматривать как уравнение резонансных 
частот стержня. Если при х =  L импедаггцная нагрузка отсутствует (zih° =  0), это 
уравнение переходит в уравнение

A г  =  Z H ( b )  * 2 2 ( b )  +  Z i 2 2 ( b )  =  0 .  ( б )

Порядок нахождения решений уравнений (5) или (G) состоит в следующем. Ре
шается система (9)t с начальными условиями (1) на различных частотах. По пай- 
денным величинам г(-д(Ь) строится выражения Аг_го или Az как функции частоты. 
Те частоты, при которых эти функции обращаются в нуль, являются резонансными 
частотами стержня.

Если при х =  0 неоднородный стержень жестко закреплеп, а другой его конец 
(при х — L) нагружен некоторыми (действительными) проводимостями а<й° [1], то, 
рассуждая аналогично, получим уравнения резонансных частот в виде

А 0_о° =  [ о н  ( Ь )  —  О ц °]  [0 2 2 (b ) —  O220] +  [ 0 1 2 ( b )  —  O i2rt]2 =  0 , (7 )

и, при Oik0 =  0, А о =  Оц(Ь)а22(Ь) + O j22(b) =  0. Здесь о,л(Ь) — решение системы 
уравнений (15)« в точке х — L с начальными условиями о** (0) =  0.

При других видах закрепления концов стержня (например, шарнирном) необ
ходимо ввести в рассмотрение «импеданцы» соответствующего вида [1] п всю задачу 
решать аналогично изложенному.

Если граничные условия па концах стержня различны (например, при х =  0 
Oib(O) = 0 ,  а при x =  L z ih(L) = 0 ) ,  то необходимо системы (9)i и (15)i решать 
совместно — в рассматриваемом примере сначала систему (15)i при начальном усло
вии о,й(0) = 0 ,  а затем систему (9)i при начальных условиях (п некоторой произ
вольной точке х =  я0), задаваемых соотпошспиями (17) 1, в которых величины 
ciift ( .Г о )— найдоппыо решопия системы (15)i. Уравнение резопанспых частот, по- 
прежнему, будет определяться соотношением Az =  0, в котором величины z ih (L) 
являются решениями системы (9)i.

Аналогичным приемом необходимо воспользоваться в том случае, если при не
котором 0 ^  xi L величины г*й(х|) (пли <Jift(.Ti)) обращаются в бесконечность.

1
н этом случае Аг —► <х>, т. е. Д0 =  г-  =  0, что соответствует резонансной частоте 
стержня, закрепленного в точке х\.

(Яо L)n*
№ резонанса

Я “ 1 п -  2 п -  3 п  ^ 4

Точное решение 28,250 231,260 901,190
Импеданц i гы и метод 

при расчете на 
ЭЦВМ

28,303 230,881 899,837 2472,528

Относительная ошиб
ка, %

0,187 0,174 0,151 —

В качестве примера применения изложенного мотода рассмотрим результаты 
расчета резонансных чаете® клинообразного стержня, толщина которого h(x)  изме

няется с координатой х  по закону h(x)  =  П0 £-> где b  — длина стержня, / /0 — мак
симальная высота стержня, соответствующая коордипате х =  L. Концы стержпя 
предполагаются свободными. Решение задачи производилось на электронно-счетной 
машипе «Минск-2». В таблице представлены результаты проведепных численных 
расчетов в сравнении с точной тоорией [2]. В качество сравниваемой величины взята 
величина (!с0Ь)4, где к0 — волновое число изгибиьтх волн, соответствующее сечению 
х =  Ь. Из таблицы видно, что процентное расхождение тех и других результатов 
практически не зависит от номера резонанса, в то время, как, например, при рас
чете вариационными методами это расхождение с увеличением номера существенно 
возрастает [3]. В принципе точность расчетов изложенным методом может быть по
вышена путем простого увеличения расчетного времени.
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О КОЭФФИЦИЕНТЕ ЗАХВАТА ЧАСТИЦ В ЗВУКОВОМ ПОЛЕ

I f .  Л .  Ш и р о к о в а

При изучении поведения в звуковом иоле мельчайших частиц, взвешенных в 
воздухе, было обнаружено, что частицы определенным образом взаимодействуют 
друг с другом [1]. В работе [2] показано, что взаимодействие вызывается акустиче
скими потоками: каждая из частиц движется в потоке, возникающем в звуковом 
поло вокруг другой частицы. При этом частицы не точио следуют вдоль линий тока, 
а в силу инерции отклоняются от линий тока тто мере искривления последних, 
благодаря чему оказывается возможным соприкосновение частиц и образование 
агрегата. Это явление можно назвать инерционным осаждением одной частицы на 
другой в акустическом потоке, развивающемся в звуковом поле около второй ча
стицы.

Обычно рассматривается случай инерционного осаждения па некотором теле 
дисперсных частиц, движущихся в ламинарном потоке, обтекающем данное тело
[3]. Частицы предполагаются достаточно большими, чтобы можно было пренебречь 
броуновским движением. Коэффициент осаждения определяется как отношение 
числа частиц, достигающих тела, к числу частиц, которые попали бы на поверхность 
тела, если бы двигались прямолинейно, а не следовали но линии тока. Если извест
ны крайние траектории частиц, попадающих на тело, то коэффициент осаждения 
представляет собой отношение площади поперечного сечения трубки тока, образо 
ванной крайними траекториями, к мпделевому сечению тела.

Крайние траектории осаждающихся на теле частиц могут быть найдены путем 
интегрирования уравнения движения частицы, записанного в системе координат, 
связанной с телом захвата:

d v i  d v  о
p V ----=  poV------- b ^сопр., (1)

d t  d t

где p — плотность частицы, p0 — плотность среды, V — объем частицы, FСОпр — сила 
сопротивления движению частицы, щ — скорость движения частицы, г0 — скорость 
сроды.

В работе Юрьева [4] уравнение (1) решепо приближенно и па основе этого ре
шения предложен аналитический способ определения коэффициента инерционного 
осаждения частиц из ламинарного потока, обтекающего тело.

Используя методику Юрьева, мы рассчитали коэффициент осаждения частиц из 
акустического потока. Конфигурация потока, возникающего около частицы, может
оыть описана функцией тока вида ф =  —i>sin  2G, где г — радиус-вектор, 0 — угол 
между радиус-вектором и направлением колебаний. Проведенный для данной функ
ции тока расчет даст следующее выражение для коэффициента захвата:

se~a/ks
------------ ds,
(1 +  -v2)3/,

гдо s — переменная интегрирования, к — критерий Стокса. Последний определяется 
по формуле к =  2Re рл2 /  9р0Я2, где а — радиус частицы, осаждающейся на теле 
с характерным размером R, Re — число Рейнольдса для потока, обтекающего тело. 
Оцепив приближенно величипу интеграла в выражении (2), получим, что при пзмо 
неннп критерия Стокса от 10 до 2 величина коэффициента захвата принимает значе
ния от 0,5 до 0,4.

Нами экспериментально определялась вероятность захвата для спор ликоподия 
и жидких частиц. Последние получались при распылепии дпметплфталата ультра-
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