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ТЕОРИЯ РАСПРОСТРАНЕНИЯ ЗВУКОВЫХ ВОЛН 
В КРИВОЛИНЕЙНЫХ ВОЛНОВОДАХ

Ф. Е .  Г р и го р ь п п

Рассматривается метод исследования нормальных волн в волноводах 
прямоугольного поперечного сечения, продольпая ось которых изогну­
та по дуге окружности. Разработанный метод применеп для исследова­
ния изогнутых звукопроводов с абсолютно жесткими стенками. Приве­
ден ряд численных результатов.

Вопрос о распространении звуковых и электромагнитных волн в изог­
нутых волноводах привлекал внимание многих исследователей. Это объ­
ясняется тем, что проблема эта представляет значительный теоретический 
интерес, являясь закономерным обобщением теории волноводного рас­
пространения акустических и электромагнитных полей. Кроме того, ре­
шение задач, связанных с распространением воли в изогнутых волново­
дах, имеет и большое практическое значение, так как почти любая волно- 
водная система включает сопряжения прямых участков с помощью изог­
нутых. Для электромагнитных волноводов обычно стоит вопрос о макси­
мальном коэффициенте прохождения через такие сопряжения. В области 
акустических явлений может стать вопрос о возможности увеличения по­
стоянной затухания в волноводе с поглощающими стенками при наличии 
некоторого изгиба его продольной оси. Немалый интерес представляет и 
задача определения фазовой скорости распространения акустических воли 
в изогнутых волноводах с точки зрения теории линий задержки.

Известно, что задачи о распространении звуковых волн в каналах с га­
зообразным или жидким заполнением имеют математическую общность с 
задачами волповодиого распространения электромагнитных полей при ус­
ловии отсутствия потерь энергии на стенках волповодов. Поэтому целе­
сообразно рассмотреть имеющиеся работы по изогнутым волноводам с 
точки зрения применяемых в них математических методов.

Метод разделения переменных цилиндрической системы координат 
применеп в работах |1—4] для исследования волноводов, продольная ось 
которых изогнута но дуге окружности. В работе [1] впервые было выве­
дено в точной форме уравнение для определения волновых чисел пор- 
мальпьтх волн в изогнутых каналах (характеристическое уравнение), дан 
вид потенциальной функции для пормальных волн.

Определенные трудности, связанные с необходимостью вычисления 
выражений, содержащих цилиндрические функции произвольных поряд­
ков, заставили .ряд исследователей применять приближенные методы. 
Для слабо искривленных волповодов применялся мотод теории возмуще­
ний [2, 5]; под слабо искривленным подразумевается волновод с расстоя­
нием между искривленными стенками много меньшим среднего радиуса 
кривизны.
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В работах [6, 7] задача решалась в системе координат, где радиальная 
координата отсчитывалась от одпой из искривленных стопок, а угловая 
координата заменялась естественной координатой вдоль искривлениой 
оси. Получившееся после разделения перемепных уравнение для радиаль­
ных функций решалось методом последовательных приближений по пара­
метру 1 /  /?, где R  — радиус кривизны оси волновода.

В работах [8, 10] и ряде других для исследования изгибов волноводов 
применен общий метод исследования неоднородных волноводов — метод 
поперечных сечений. В общем случае численные результаты получаются 
этим методом по весьма громоздкому алгоритму, связанному с решением 
бесконечной системы дифференциальных уравнений, с помощью быстро­
действующих ЭЦВМ.

Имеются работы [11, 12] по изогнутым твердым акустическим волно­
водам. Поле находилось методом разделения переменных в цилиндриче­
ской системе координат. Для приближенного решения характеристиче­
ских уравнений И. А. Викторов использовал асимптотические формулы 
Дебая для цилиндрических функций.

Настоящая работа посвящена одному методу разложения в степенные 
ряды выражений, вычисление которых необходимо для нахождения вол­
новых чисел и амплитуд нормальных волн в изогнутых волноводах. Как 
будет показано ниже, предлагаемый метод применим для акустических 
(и электромагнитных) волноводов с газообразным и жидкостным запол­
нением и при разнообразных граничных условиях на стенках. Можно до­
казать, что предлагаемые разложения с успехом могут быть использова­
ны и для изучения твердых волноводов, однако этот вопрос, связанный с 
весьма громоздкими выкладками, выходит за рамки настоящей статьи.

В работе [2] было показано, что потенциал колебательной скорости 
акустических нормальных волн для волповода прямоугольного поперечно­
го сечения с продольной осью, изогнутой по дуге окружности, может быть 
представлен следующим образом:

\\ц = '  {AJq (krr) +  BiYq(krr) ] \С{ cos kzz -ь Di sin kzz) exp (at — qtp) , (1)

где i — обозначает частную совокупность собственных значений {q, к,, 
kz} i, причем к 2 +  к22 =  к2, г, ср, z — переменные цилиндрической систе­
мы координат, 7, Y  — цилиндрические функции кг, кг — составляющие 
волнового вектора.

Из структуры выражения (1) видно, что величина q играет здесь 
роль волнового числа. В силу того, что эта величина по своей размерности 
не совпадает с обычным волновым числом, входящим множителем при 
линейной координате, Краснушкин [2] предложил называть ее «ух'ловым 
волновым числом». Рассматривая капал с абсолютно жесткими стенками, 
он получил для определения величины следующее уравнение:

V (* ) iY (* i)
Л/(22) Y q'(z2)

где 21 =  ктг 1, Z2 =  кгг2.
Уравнение (2) есть трансцендентное уравнение относительно порядка 

цилиндрических функций q. Такое же характеристическое уравнение по­
лучается [1, 3, 4] для электромагнитных волн типа ТЕ. Для волн типа 
ТМ получается характеристическое уравнение

Yg(zi) 
Jq(Z2) Yq(z2)

Такое же характеристическое уравнение получается в случае акусти­
ческих волн, если предположить, что искривленные стенки волновода аб­
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солютно податливы (граничное условие заключается в этом случае в ра­
венстве нулю колебательного давления на стенках).

Допустим, что стенки волновода характеризуются некоторыми нор­
мальными акустическими проводимостями у\ и У2. Акустическая прово­
димость определяется как величина, обратная нормальному импеданцу, 
т. е.

Vr
Р

. Vr
— У и Н—  

V
где vr — радиальная составляющая колебательной скорости, р — звуковое 
давление.

Тогда, пользуясь решением в форме (1) и условием (4), методом, из­
ложенным в работе [2], можно показать, что уравнение для q должно 
иметь вид

j q  { Z i )  —  V i \ J q ( Z l )  Y q ' ( Z i ) — i \ ] l Y q ( z i )

Л / Ы  +  ir]oJq(z2) Y q'(z2) +  ir\2Yq(z2)

где обозначено тр =  о>ру\/кг; т]2 =  юругДг, причем р — плотность сре­
ды, заполняющей пространство между стейками, со — угловая частота,
кг — радиальное волновое число, кг =  У/с2 — /с22, где волновое число kz 
определяется граничными условиями на плоских стейках.

Если плоские стенки твердые, то кг =  пт/а , где т — 0,1, 2, 3 , ,  
а — расстояние между плоскими стенками. В этом случае кг — либо ве­
щественное, либо чисто мнимое число. В общем случае кг — комплексное 
число, поэтому кг тоже комплексно. В силу этого и так как z\ =  kvr\, 22 =  
— кгг2, в общем случае z\ и z2 будут комплексными.

Левую часть уравнения (5) можно разложить на более простые опре­
делители. Тогда уравнение (5) примет вид

Jq{Z]) Jq'{z 2) 
Y q'(Zl) Yq (z2) 
M *i) V ( 22) 
Y*(* 1)

+  Щ2

+  11142

Jq'(Zi) + (2  2) 
Y q'(z  1) Yq'(z2) 

Jq(Zi) Jq(z2) 
Yq(Zi) Y q(z2)

Это уравнение является наиболее общим и включает как частные слу­
чаи уравнения (2) и (3). Уравнение (2) получается, если у{ =  у2 =  О, 
и, следовательно, тр =  гр =  0. Уравнение (3) получается, если у\ ->■ ос, 
у2->-оо и, следовательно, тр 00, т)2 оо. В других частных случаях 
4i =  0 либо г)2 =  0 (одна из искривленных стенок жесткая).

Что касается вида радиальных функций, то в работах [1, 2] показа­
но, что в случае идеально отражающих стенок должно выполняться со­
отношение

Y'  ’т
Поэтому, с точностью до постоянного амплитудного множителя, радиаль­
ные потенциальные функции можно записать в следующем виде:

^q(i) (2) — Л/(г) (z) Yq(i)(z2) Yg({) (z) Jq(i) (z2) , (7)

где q(i) — собственные значения, получаемые из уравнения (2).
Радиальные волновые функции, соответствующие собственным значе­

ниям, получаемым из уравнения (3), будут [1]:

Zq{i)(z ) — J(/d)(z ) Yq(i)(z2) — Y q(4){z) Jq(i)(z2) ,
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Аналогично можно получить, что собственным значениям, получаемым из 
уравнения (5), соответствуют «радиальные волновые функции:

=  Jq(i)(z)[Yq(i)(z2) +  ix \lY  \ —

— Yqii)(z)jqii)(z2)+iT)2 [Jq(i)(z)YQ{i)(Z2)— Yq(i)(z) Jq(i){z2)].

Из структуры уравнений (2), (3), (6) и радиальных функций с оче­
видностью следует, что для эффективного исследования изогнутых волно­
водов различных типов существенно иметь достаточно простой алгоритм 
вычисления функций вида

Faр(9, z u z2) =
,(«) / V 7<Э) , чh, ( Z l )  Jg ( z 2)

Y f  (*t) Y f i b )

где a, p — символы производпых соответствующей кратности. Причем 
необходимость вычисления таких функций возникает и при исследовании 
коаксиальных волноводов, в ряде краевых задач теории упругости и т. д.

Разложим функции, входящие в 1-й столбец определителя (8) в ряды 
Тэйлора вокруг точки z2. Тогда, если обозначить х  =  22— Z\, получим

Ра» (9, Z i ,  z 2) =

2  (— ^ 4 u'n,(z2) - ^ 4 P)(z2)
п=0

n= 0  n -

C O

= 2
n=0

причем

( - i ) n
n\

4 atn> ( * t )  ^  (* t)  

y r n)(z2)y ® (z 2)

CO

*n — 2
n=0

( - I f
/г!

Ba+n,p(g,z2)-xn, (9)

•®an-n, p(<?, Z2) —
J (r n) ы  4 Р)ы _  dnFafi(q, zu z2)
П а+П) Ы  Y f ( z 2) dzxn

Z | = r ,

Последнее равенство показывает, что выражение (9) есть разложение 
в ряд Тэйлора функции F ap(g, z \, 22) по переменной z\ вокруг точки 22. 
Выясним вопрос о сходимости полученного разложения.

Известно, что цилиндрические функции 1-го и 2-го рода регулярны в 
окрестности любой (конечной) точки 2 Ф  0. Поэтому в окрестности точ­
ки 2 =7^0 функции (2), Y ^ ( z )  могут быть разложены в степенные 
ряды, причем, в силу известной теоремы из теории функций комплексного 
переменного, радиус сходимости этих рядов равен расстоянию до бли­
жайшей особой точки. Следовательно, радиус общего для обоих рядов 
круга сходимости h =  | z| ,  так как точка 2 =  0 является особой точкой 
для общего решения уравнения Бесселя. По физическому смыслу вели­
чин, входящих в выражение (9), \х\ —  |/сг| (г2 — п )  <  \кг\,Г2 =  |z2|, 
поэтому первоначальные разложения, примененные в выражении (9), бу­
дут сходиться при любом, интересующем пас в этой задаче значении х. 
При переходе к окончательному виду разложения (9) над сходящимися 
рядами производятся действия, которые не могут изменить радиуса схо­
димости рядов, поэтому можно считать доказанным, что разложение (9) 
имеет область сходимости \х\ <1 Î 21• Эта область совпадает с областью 
значений х , имеющих физический смысл в данной задаче. Это обусловлс-
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но выбором точки разложения. Если бы разложения производились вок­
руг точки z 1, то было бы получено, что область сходимости определяется 
как |я | <  |z i |. В силу того, ЧТО |Z[| <  |z2], это исключило бы возмож­
ность изучения случаев, когда \х\ заключен в промежутке (2 |z i|, |z2|) .

Основным достоинством разложения (9) оказывается то, что коэффи­
циенты 5о+„, р (р, z2) суть алгебраические полиномы относительно пере­
менных р n i  l  z2. Перейдем к выводу формул для фактического построе­
ния этих полиномов и вычисления коэффициентов Ва+п, р (р, z2). Будем 
исходить из дифференциального уравнения для цилиндрических функ­
ций:

z2Z" +  zZ' +  (z2 -  g2)Z — 0. (10)
Пусть /  и g — фундаментальная пара решений уравнения (10), т. е.

z2f  +  z f  +  (z2 -  q2) f  s  0, (На)
zzg" +  zg' +  (z2 — q2)g  =  0. # (116)

Продифференцируем (l — 1) раз эти тождества

,_1/  1 \2  ( г d )l(z2)V-i-l)P +z> -j- z('-3-))/(j+1) 4- (z2 — 92)(i-j-l)/(3)] =  0.
J=o

l-l
(12a)

■у /  1 \ f(z2)('-i-i)g(i+2) 4- 2 (i-j-l)g(;+i) -(- (Z2 — (г-j-PgO)] =  ()_
j=0

(126)
где использована формула Лейбница для многократной производной от 
произведения. Умножив выражение (12а) на g{mK (126) на — f m) и сложив 
оба равенства, получим 

I- 1
2 /  7
j = o  

где

1 - 1
[(^)(M -i)SH2,m +  * (H-DBj+1|in +  (*  _  g2)</-i-i)SjjW] =  о,

(13)

/(О /(™)
oil) gim)

Исполним дифференцирования в формуле (13). Тогда, после некоторых 
элементарных преобразований, можно будет записать следующее равен­
ство:

гЩ+и m +  z ( 2 l - l ) B l, m + [ ( l - i y - + Zz -  m +
+  2 z ( l - l ) B i - 2 ,m + { l -  1) (l -  2) й;-з, m =  0. (14)

Перенесем все члены, за исключением z2Bt+i,m, в правую часть равен­
ства (14) и сократил! обе части равенства па z2:

_  г 21-
Bi+i, т — — [ ;

1 „  (Z -1 )2 + Z 2 _ ?2
—  -о/, т  -\--------------------; ------------------ £ > i - j-

2 ( i “ l ) D , ( i - l ) ( J - 2 )  D 1
----------- £>/-2, то -|----------- 2----------Dl~3’ m •2 Z  J

(15)

Выражение (15) есть рекуррентная формула для последовательною 
нахождения коэффициентов Btm с любыми левыми индексами I ^  2. Для 
сдвига по правому индексу может быть использовано очевидное из фор­
мулы (9) соотношение:

В im — —Bmi. (16)
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В силу этого матрица коэффициентов В!т антисимметрична. Для нача­
ла рекуррентного процесса необходимо знать два начальных коэффициен­
та: Воо и В ю. Коэффициент £ 0о =  0 как коэффициент с равными индек­
сами. Коэффициент 5  ш, по определению (9), будет

«'(*) '*(*)
V W  у я(*)

Однако выражение (17) есть не что иное, как вронскиан дифферен­
циального уравнения для цилиндрических функций, взятый с обратным 
знаком. Величипа вронскиана элементарно выражается через q, z[ 13]: 
W[Jq(z), Yq(z)] =  2/nz, поэтому Sio =  —2/nz. Структура формулы
(15) такова, что общий множитель первых двух коэффициентов будет 
общим множителем всех последующих получаемых коэффициентов. По­
этому для увеличения точности счета при больших Z2 можно рассматри­
вать разложение некоторой вспомогательной функции Fa^  определяемой 
равенством

2
Fan (q, Zb Н) = -----Fan (?, Zb Яг) ■ (18)лг2

Тогда матрица начальных коэффициентов для разложения функции Sap 
оудет выглядеть так:

В  оо В 01 

- «Ю В И-
= Г о

■1
■И]

0J

Зная начальные коэффициенты, с помощью формулы (15) не трудно най­
ти формулы для первых коэффициентов. Например,

Эти формулы совпадают с так называемыми формулами Бассета [13]. 
Полученные общие формулы были применены для исследования звуко­
вых нормальных волн в равпомерно изогнутом волноводе с газообразным 
заполнением и абсолютно жесткими стенками. Для нахождения волновых 
чисел, согласно формулам (2) и (8), мы имеем уравнение:

Fn(q) =  0, (2 0 )
причем, согласно формуле (9),

/ __'] \ п
Fn(q) —  2  ~ — B1+1>il(q,zz) -xn. (21)

п=0
Для малых х, ограничившись первыми 3-мя членами в разложении (21) и 
использовав формулы (19), можно получить приближенную формулу для 
1-го корня уравнения (20):

<?о =  У ( 1 + * / 2 г 2) / ( 1  +  3*/2*2). (22)
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Этот корень является волновым числом основной нормальной волны. При 
z2 можно еще упростить формулу (22) и получить, что

z i ~Ь z 2 

2
Г±+Л

2
=  ктгг' ср-

Этот результат совпадает с получаемым методом теории возмущений [2, 5] 
волновым числом для слабо искривленных каналов и формулируется 
так: основная волна в слабо искривленном канале распространяется вдоль 
средней окружности с волновым числом для прямого канала.

С помощью ряда (21) было произведено систематическое изучение вол­
новых чисел основной моды при докритических х и различных z2. Для 
вычислений бралось 20 первых слагаемых ряда. Вычисления велись на 
малой ЭВМ типа «Наири». Некоторое представление о точности счета 
функции F и и быстроте сходимости ряда (21) дает таблица 1, где резуль­
таты расчета с помощью ряда (21) при целых г/ сопоставлены с расчетом 
с помощью таблиц цилиндрических функций по формуле:

4^11 (tf) =  [Jq-\(Z\) — Jq+\ (2i)] [Г д_1 (z2) — Yq+] (z2) ] —

— [j„-l(z2) — Jq+\ (z2) l  [>Vl(zO — Yg+,(z 1)] . (24)

Результаты, полученные с помощью формулы (24), записаны в верхних 
строчках табл. 1. Анализ таблицы показывает, что в области исследован­
ных значений параметров счет функции Fn(q, х , z2) велся в основном с 
точностью 5 верных знаков после запятой. Сходимость ряда (21) ухудша­
ется при увеличении х и при qy близких к z2. Значения q для табл. 1 бра­
лись близкими к qo — волновому числу основной мода. Получившаяся 
при наиболее неблагоприятном сочетании параметров погрешность соста­
вила единицу четвертого десятичного знака.

Вычисление корней уравнения (20) велось методом непосредственного 
перебора значений функции с автоматически меняющимся по модулю

* и знаку шагом. Исследовалась об­
ласть значений х  ^  ?>z2/ 4 и х  ^  
^  #кр, где хкр — критическое значе­
ние безразмерного зазора между 
искривленными стенками канала. 
Критические значения находятся из 
уравнения

F, | (0, х, 22) =  0, (25)
где z2 выступает как фиксированный 
параметр..

Вычисление корней уравнения 
(25) велось с помощью формулы 

х  (21) методом перебора значений 
функции при х , меняющемся с пере­
менным шагом. При х  <  х Кр урав- 

Фиг. 1 пение (20) имеет только одни веще­
ственный корень qo, являющийся 

волновым числом основной нормальной волны. Зависимость величины qo 
от х и z2 прсдставлспа графически на фиг. 1, причем па графике нанесе­
ны также прямые qo =  z2 — х  / 2. Семейство кривых qо ограничено пунк­
тирными линиями а — х =  3̂ 2 /  4 и б — х — якр. Числа, отнесенные к раз­
личным кривым на фиг. 1, равны значениям z2, числа со штрихами отне­
сены к прямым до =  z2 — х !2. Линии qo{x) практически сливаются с ли­
ниями qo =  z2 — х  /  2 в области значений х  <  2. Это значит, что формула 
(23) дает весьма хорошее приближение даже далеко за пределами тех ус­
ловии, при которых она выведена.
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Т а б л и ц а  1

Z2

X
2 4 G 8

7 = 1 7  =  2 7 =  3 <7 =  5 7 =  6 7 =  7 7 =  8

1 0,23940
0,23940

—0,45694 
—0,45692

0,04070
0,04670

-0 ,00108
—0,06108

0,01954
0,01954

-0,02317
—0,02317

0,01070 
0.01070

—0 , 0 1 2 1 2

—0 , 0 1 2 1 2
•

7 =  2 <7 =  2 «7 =  4 <7 =  5 q — 6 7 =  7
2 0,19155

0,19155
0 , 0 1 1 0 0
0 , 0 1 1 0 1

0,07710
0,07710

0,00219
0,00219

0,04202
0,04202

0,00077
0,00077

<7 =  4 <7 =  5 <7 =  6 7 =  7
3 0,11948

0,11945
-0,11049  
-0 ,11037  |

0,05098 
! 0,05098

-0 ,04810
-0 ,04810

Т а б л и ц а  2

HOlIIeiN Zo =  3x

rc war a-i <7o var <7-1 <?0

1,5 1 3,9487 2,246 5 0,7877 3,747
2,0 2 3,4517 3,034 6 5,9497 5,020
2,5 3 2,7247 3,853 7 4,6807 6,312
3,0 4 1,4907 4,705 8 2,3967 7,627

Зная волновые числа, с помощью ряда (21) нетрудно вычислить, на­
пример, радиальное распределение радиальной составляющей колеба­
тельной скорости. С точностью до амплитудного множителя, для 7-й нор­
мальной волны оно описывается формулой:

[£r(/')]i =  f q(i)(z) Y(/(i)(Z2) Уг/(г)(£)Лдг)(22) =  1̂1 (#г, Х) j

где х =  z2 — z. Результаты таких расчетов представлены на фиг. 2 для 
основной волны и па фиг. 3 для 1-й затухающей волны. Кривые занумеро­

ваны согласно номерам вариантов, приведенных в табл. 2, где приведены 
значения волновых чисел. Графики фиг. 2 и 3 иллюстрируют возрастание 
неоднородности волн при увеличении искривления стенок. Из фиг. 2 вид­
но, что кривые амплитудного распределения группируются по величине 
параметра х  /  22. Особенно это заметно для х I z2 =  */з, • т. е. при слабо 
искривленных каналах параметр х /  z2 полностью определяет основную нор-
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мальную волну. Для первой затухающей волны амплитудное распределе­
ние определяется в основном величиной параметра х. Увеличение относи­
тельного искривления в сильной степени увеличивает неоднородность 
распределения. Асимметрия амплитудных распределений более заметна 
для 1-й затухающей волны, чем для основной.

С помощью небольшой модификации программы для вычисления функ­
ции Fu(q, х , Z2) легко получить алгоритм для вычисления функции 
/'oi (д, х , zo) /  (22 — х),  которая, как легко показать на основании форму­
лы (7), характеризует с точностью до амплитудного множителя радиаль­
ное распределение тангенциальной составляющей колебательной скорости:

1 р *
[^ф(7’)]г =  ‘ "1 Sqii)(z )Yq{i)(Zb) ”  Yq{i) (*) J q{i) (^ )  ] =  ^01 (Qi, х > zl) /  ( z2 ~  х ) •2

Причем

Р<п (д, х) =  2  Дп,1 (д, ч) -хп.
п~0

Таким образом, можно констатировать, что полученное в работе разло­
жение является универсальным средством исследования всех характе­
ристик нормальных волн в изогнутых волноводах, причем полученные 
выражения дают возможность создания компактных вычислительных алго­
ритмов, которые легко реализуются на малых ЭВМ.
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