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Т .  С. В елле
В работе рассматривается метод, позволяющий без каких-либо пер­

воначальных пренебрежений выносить переменные интегрирования из-
под знака радикала и иптегралах типа (Jexp (£&/*) /  r>ds) где

S

г =  Уго2 +  Я3 — 2Rrolcos «о cos а  +  sin а0 sin а cos (ф — Фо)].

Основная идея этого метода заключается в использовании такого пред­
ставления ехр (1кг) /  г, которое зависит в явном виде только от г2. При 
помощи этого метода находятся выражения для поля на конечных рас­
стояниях от сферического излучателя.

В работе [1] в приближении Кирхгофа было получено выражение 
для потенциала поля (с точностью до фазового множителя ехр( - Ш ) ) ,  со­
здаваемого слабовыпуклым сферическим излучателем с большим по срав­
нению с длиной волны радиусом кривизны:

ф ( г 0а о )  =

am  2 л 
UqR 2 Г Г

2лг0 „

e i k n  V l+ (B /r0)* - 2 K /r0[ c o s  oto c o s  a-|- s in  a 0 s in  a  c o s  (<p—cp0)l X

У1 +  (R/r0)2 — 2Д/г0 [cos ao cos a  +
X sin adadtp

+  sin ao sin a  cos (ф — фо) ]

где (см. фиг. 1) R  — радиус кривизны излучателя, am — угол раскрытия 
излучателя; г0, «о, фо — координаты точки наблюдения (для осесиммет­
ричного излучателя фо =  0); а, ф, R — координаты произвольной точки 
интегрирования на поверхности излучателя; к =  2тс/%, X — длина вол­
ны; Uо — амплитуда нормальной скорости точек поверхности излучателя 
(все точки поверхности колеблются синфазно с нормальной скоростью 
Un\> =  U oexp(-uot)).

Получение различных представлений выражения (1), необходимых 
для проведения качественных и количественных оценок поля, обычно 
осложняется тем, что, во-первых, переменные интегрирования в форму­
ле (1) находятся под знаком радикала, что делает невозможным полу­
чение простых аналитических выражений без каких-либо первоначаль­
ных пренебрежений в выражении (1); во-вторых, подынтегральная функ­
ция очень быстро осциллирует, что затрудняет проведение численного 
счета этого выражения на ЭВМ. В работе [1] проводилось вычисление 
интеграла (1) для частных случаев, когда при некоторых пренебреже­
ниях удавалось извлечь переменные интегрирования из-под знака ради­
кала и получить для поля сравпительпо простые аналитические выраже­
ния (поле на оси излучателя, поле при малых am на конечных расстоя­
ниях от излучателя и поле при произвольных ат па больших расстояниях 
от поверхности излучателя).
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Для исследования поля па конечных расстояпиях от поверхности из­
лучателя при произвольных углах раскрытия ат была предпринята по­
пытка проведения численного счета интеграла в выражении (1) но мето­
ду Симпсона на ЭВМ «Мииск-2». Однако этот метод оказался нс эффек­

тивным. Так, при kR  =  50; 
«9 а0 =  2° п R I го =  0,5 на вы­

числение одной точки тре­
буется около 38 мин, а с ростом 
«о время счета увеличивается 
в геометрической прогрессии.

В настоящей работе предла­
гается метод, позволяющий по­
лучить выражение для поля на 
конечных расстояниях от из­
лучателя при произвольных уг­
лах раскрытия ат. Основная 
идея этого метода заключает­
ся в использовании такого 
представления сферической

__________________________________ функции exp (ik г) / г, где г =
=  УД2 +  г02 — 2/fr0[cos а0 cos а  4- sin ао sin а  cos <р], которое зависит в 
явном виде только от г2.

Для получения такого представления сферической функции восполь­
зуемся интегральным представлением функции Макдональда в виде [2]

Ф иг. 1

К ,  ( z ) Ч (т)’ $4 ' О
4Т т— 1 dx. (2)

Если в формуле (2) положить v =  Уз и учесть, что
(г) =  Ул / 2*г<*. (3)

то функцию е~тг /  г при Re т? >  0 можно представить в следующем виде:
сх>

е~тг т С '------=  — \  хг^-е
г 2 / н

т~гг 
4“ dx. (4)

»
Обозначим в формуле (1) кг о =  im\ ввиду аиалитичпости функции ф(/*0, 
ао) по /с можно временно считать гп >  0. Воспользовавшись формулой
(4) и учитывая, что 13]

т?П 
, 2~г0 sin a  sin ао совф

с/ср =  2яJ0 ( г т * Н

2тг0 sin asm  а0

получим для <р (го, ао) выражение:

/ ’ 7?° °Э —- - 1̂ 1 ^ | \ а,п
Ф ( г 0, а 0) =  ^  т -* /= е  Т"  4Т r ‘'  d t  (  / 0 (с/ s i n  a 0 s ' n  a )  e - dcosa*c o s a s i n a < / a ,

2 У я г 0 о* J?
<6)

где d =  im2R  /  2тг0. Полученное вьтражение (6) справедливо для любых 
углов раскрытия и произвольных расстояний от поверхности излучатели. 
Вычисление интегралов в формуле (6) уже по представляет трудностей: 
интеграл по а  полностью исследован в работе [1], а интеграл по т приво­
дит к известным и табулированным функциям.

Так же, как и в работе [1], найдем два разложения (р(г0, а0) по пря­
мым и обратным степеням dsinao.  Первое разложение позволяет при 
kR^>  1 провести исследование поля в окрестности оси излучастеля, вто-
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рое — для точек вне окрестности оси на конечных расстояниях от излу­
чателя.

Для получения разложения интеграла в ф(го, ао) по прямым степе­
ням d sin ао воспользуемся разложением функции Бесселя Jo (d sin ао sin а) 
в степенной ряд [2]. Проведя в формуле (6) почленное интегрирование 
и используя следующее соотношение [2]

* nvi

R\(iz) =  ~ e *

получаем выражение для ф (го, ао) в окрестности оси в виде
Ф(г0, а 0) = Ф 1 ( г 0, а о )  +  Ф 2 ( г 0,  а о ) , (7)

где

Ф ^ о , “о) =  2 У  nii
СО

2к =  • 5 ( - 1 Г
r0k cos Oq Y 2/c n=о 2,ln!

X

X

( ' h
V v_E±5
/  £  2A/c! (n -

s ina0 tg  a0 \ n ^  (n -[- k)\ Нп-ь-чг (kl,)

Ф2 (r0r a„) =
У  nl

(n — /с)! f k tir0
h

k 1 (8)
cos a0

2
2n r0/i cos a0 У  2k

^  1 /  /cr0ftsin<
2k ' /7

sin a0 tg a0

2 n
X  ^  P 'n "  ( C 0 S  a m ) /сЛ 

fc=I> / --;---

n=o
(i)

)"

h $u  —'hihl?)
k * (9)

cos a0 sin am
2

причем Zi =  Г̂о2 +  й 2 — 2/?г0 cos ао есть расстояние от точки наблюде-
ния до центра поверхности излучателя, Z2= }Vo2 +  R 2—21iro cos ao cos am-  
расстояние от точки наблюдения до точки С на краю излучателя (см. 
фиг. 2). При условии sin ao
^  1/Zi /  kRrp (а следовательно и
sin ао<^ Уl i l  kRr0) можно огра­
ничиться первыми членами раз­
ложений функции ФДго, ао) 
и Ф2(го, ао).

Так как IcR предполагает­
ся достаточно большим, в ок­
рестности оси излучателя по­
ле представимо в следующем 
виде:

ф (Го, а о )  ~

UqS eihM sin /сб/2 л Фиг. 2
--------------------- ------------- , (10)

2л г0 kh/2  X cos а0
где б =  h  — l\; S  =  яДЛ — площадь поверхности излучателя, М =  
=  (l2 +  Zi) /  2; h  — высота сферического излучателя. При а0 =  
=  0 выражение (10) переходит в точную формулу для ноля на оси си­
стемы (см. выражение (2) работы 11])» а при й / г 0<^1, если в (10) пре­
небречь членами, квадратичными по R I го, в формулу, полученную для 
поля в окрестности оси на больших расстояниях от излучателя (см. вы­
ражение (15) работы [1]).

Из выражения (10) видно, что при

m rsS (2п +  1 ) л /2  (И )
и 3
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при удалении от оси [ф(г0, а0) | возрастает, а при
кб

(2га +  1 ) я / 2 <  —  <  (» +  -1)я (12)
L a  ,  .

при удалении от оси |ср(г0, ао) | падает с ростом а0 (л. в (11) и (12) — лю­
бое целое число). '* • .

Для получения разложения ср(г0, ао) в ряд по степеням 1 / /с, d sin ао 
воспользуемся результатами работы [1], положив kR =  d. Тогда, при ус­
ловии k R sin2 а0 >  1 и /с(г0 — R)*>> 1 для случая 0 <  а0 ^  ат  получим

Ф (Л>, ао) « Ь И а м  +  х

X №
sm ат

+

кга

UoR

2/с? о sin (ат  -\- а0)

%

sm ат
Rr„ sin ао 2kr0 1 sin a0cos( am — cto)

e~ * ^h \ M0(X ,Y ), (13)

где
h — Уr02 +  R2 — 2Rr0 cos (a™ +  «о);

г) =  f [ r 0 — R /  cos (am — a0) ] [r0 — R  cos (am — a0) ];

X  =  —
Уйг0 sin (am — ap)

r] ycos(am — ao)
•csll ̂  8in(»m- a y  -JiFn

Y =  kn;

COS(<xm - a „ )  j

Mo(X, Y) =  \  Hol)(ki\ ch i|)) ch фйф

— интеграл Макдональда нулевого порядка, учитывающий поведение 
поля при переходе из зоны света в зону топи в случае, когда точка на­
блюдения лежит на конечных расстояниях от источника.

Теория иптегралов Макдональда п-то порядка развита в работах [4— 
6]. В настоящее время в Центральном н.-и. горноразведочном институте п 
Казахском филиале Всесоюзного института разведочной геофизики на­
ходятся в стадии завершения работы по разработке и составлению про­
грамм численного счета интегралов Макдональда /г-го порядка на ЭВМ 
«Минск-2».

Ниже будет показано, что при удалении точки наблюдения в зону 
Фраунгофера интеграл Макдональда пулевого порядка переходит в ин­
теграл Френеля. В случае am ^  ао ^  л — ат  получаем

ф(го, ао)
U0Rl 1 I l j \ k l \ )  i /  sin ttm

2/tv0 sin(am +  a0) ' Rr0 sin a0

2kr0
t—in/2 I /  —

f  c i
sm am

sin a0cos(am — a0)
kr\M0(X, Y).

Легко показать, что выражения (13) и (14) при соответствующих прене­
брежениях переходят в выражения (18) и (19) работы [1]. Действитель­
но, п р и й / ? -о<̂ 1  и kl\^>  1 в (13) и (14) можно ограничиться первым 
членом асимптотического разложения функции Ханкеля # i(,) (kli), по­
ложив Ы\ ~  /г[го — R  cos (a,„ +  ao) J и можно воспользоваться асимпто­
тическим представлением интеграла Макдональда пулевого порядка [6]:

гтг ... sian (X)VY YTYxs -i
M„ (X, Y )  — у  A - t f j j l  (Y)e-W  (j du, (15)

— CO
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иположив hi) ~  #Yr0 —
R  1 r j-  -COS? (d m  - 7  a o )  •'

2 cos (am — a0)
i * * *j . <1,

Таким образом, как, вид­

но из формулы (15), интеграл Макдональда нулевого порядка переходит 
в интеграл Френейя (с точностью до коэффициента) и выражения (13) п 
(14) переходят в формулы (18) и (19) работы [1] .

Выражения (13) и (14) для углов наблюдения ao =  am или a0 <  am 
и ap >  am можно упростить. Для этого надо воспользоваться соответст­
вующими асимптотическими представлениями интеграла Макдональда, 
а именно при ao =  ат [6]

Мо (О, Y) =
егУ

Y  9'
(16)

а вне границы света и тени, например для ao <С am [6],

М0(Х, Y) ~  X  ( I +  , (i7)
\  -хг/ У у 1 + Х2

Подставляя выражения (16) и (17) в формулы (13) и (14), получаем 
при 0 <  ao <  a m — г

/ \ ■ U°R ш,- т i Uoft, \ /  . s inamФ(г0, a0)..— i —  —  егй(,»-н) +  — / — — — -  X

X
(  si:

kr0
hHSOch) .

при am
sin (am +  a0) 

ao <C л — am
+ 1 —r

> ■ j
2kr0 ’ Rrn sin a0

I ШШ
sin (am — a0) №

ф(n>, ao) — i-
UoR

t

sinam /
2/сго * Rr0 sin ao V sin(am4"Cto)

kH i'(kk)
— i

sin (am — a0j
(19)

при ao =  am
V j t  .fc, Л f UifllHiUkl) 

<P (r0, a0) ~  i ------ ^h{rQ-R)
2 hr0где

2fcr0 sin 2am yffr0
(20)

Л- —
/. =  ] '> 02 +  R 2 — 2R r Q cos (am — ao), h =  У?о2 -f- R 2 — 2Rr0 cos (am +  a0) ,

l =  Уг02 +  -R2 — 2/?r0 cos 2am.
Из полученных выражений видно, что на конечных расстояниях от 

излучателя (так же, как и в зоне Фраупгофера — см. работу [1]) потен­
циал поля в зоне света складывается из трех членов (см. формулу [18]): 
первый члеп соответствует расходящейся сферической волне и дает гео­
метрическое приближение; два других члена соответствуют двум краевым 
дифракционным волнам, выходящим из наиболее и наименее удаленных 
от точки наблюдения краевых точек на поверхности излучателя. На гра­
нице света и тени, т. е. при a  =  am, члеп соответствующий дифракци­
онной волне, выходящий из наименее удаленной от точки наблюдения 
краевой точки па поверхности излучателя, достигает величины, равной с 
обратным знаком лоловипе члена, дающего геометрическое приближение. 
В зоне тени член, соответствующий геометрическому приближению, про­
падает и остаются только две дифракционные волны, которые при боль­
ших kR  быстро затухают.

Выражения (18), (19) и (20) еще более упрощаются, если положить 
kl\ §> 1 (а следовательно и hh^>  1) и заменить функции Хапкеля первы-
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ни членами их асимптотических разложений. Тогда мы получим при 
О <  а0 < а т :

, . . UqR UoR  1/  sin tt;Ф (Го, ао) — I - 7 —  в>л(г<г-л) _J— —  I/ — — —dm
кг с кг о 1 2 nkli sin ао

е-гП/4 Х

X
при а0 =  ат

/ еш‘ %  _  . еШгУ/2 ,\  _
\ s i n ( a m — ао) s in (a m +  a o ) / ’

t /ой f/o ffl/ l gi/tf+i л/4

при am <  а0 <  я  — am
йг0 '  : 2nkRr0 sm 2am ’

ф (',о,ао) ~  —
f/оД У sin am
А: г у г 2ккЯг0 sin а0

-<л/4 еш> у/:
sin(am — ао) +1

(21)

(22)

.гй!2
+  i

i h
sin(am +  а0) ) •

На фиг. 3, а, б, в приведена зависимость |<p(r0l a0) I UqR\ от угла наблю­
дения ао для kR  =  50; am =  17° при го /  R  =  1,2; 1,5 и 2,1 соответствен­
но. На фиг. 4 приведена зависимость |<р(го, ао) /  С/оЯ| от ао для kR —

Фиг. 4
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=  200 и am =  17° на тех же расстояниях от излучателя (г0 /  /? =  1,2; 
1,5; 2,1 — кривые я, б, в соответственно). На фиг. 3, б треугольничками от­
мечены точки, (полученные при непосредственном счете интеграла в (1) по 
методу Симпсона на ЭВМ «Минск-2». Кривые 7, 2 и 3 построены по фор­
мулам для |ф(г0, а0) |, полученным из выражений (10), (21) и (23), 
а точка А — по формуле для |ф(г0, ао) |, полученной из выражения (22). 
Пунктирными линиями отмечепы места, для которых нельзя провести 
счет по простым аналитическим выражениям и необходимо учитывать 
вклад, вносимый интегралом Макдональда.

Анализ полученных результатов позволяет сделать следующие вы­
воды:

а) поле на конечных расстояниях от поверхности сферического излу­
чателя в зоне света при kR  1 вносит сложный осциллирующий харак­
тер в зависимости от ао;

б) при фиксированном ао характер поведения функции |ф(го, а0 =  
=  const) | вдоль г0 аналогичен характеру поведения |ф(го, 0) | на оси 
излучателя. Однако в то время, как па оси излучателя |ф(г0, 0) | осцилли­
рует вокруг пуля, вдоль других лучей н0 =  const, |ф(г0, а0) | осциллиру­
ет вокруг некоторой конечной величины, не равной нулю и достигающей 
при a0 =  am значения 0,5;

в) при фиксированном ао вдоль го укладывается копечное число ос­
цилляций |ф(г0, ао)[, причем расстояние от поверхности излучателя до 
последнего max или min определяется выражением:

т /?2sin2(am — ао)
£а0= --------- -------------- 7?[1 — cos(am +  а0)] — Я/4. (24)

При а0 =  0 выражение (24) переходит в формулу (4) работы [1].
При a0 =  ат мы получаем выражение, определяющее расстояние от 

поверхности излучателя до последнего максимума (или минимума) вдоль 
геометрической границы света и тени:

r 4а2 0 2а2 К
Ч »  = — cos а м “ ~В— г -  (25)

При Д -^оо и ат ->-0 формула (25) переходит в выражение для анало­
гичного расстояния от поверхности плоского поршневого излучателя [7].

• В заключение автор приносит искреннюю благодарность Л. Д. Розен­
бергу и А. А. Тужилину за обсуждение результатов и ряд ценных заме­
чаний, а также А. Д. Карюгиной за проведение значительной части чис­
ленных расчетов па ЭВМ.
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