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ИЗОЛЯЦИЯ ИЗГИБНЫХ волн 
В ПЛАСТИНАХ ПРОИЗВОЛЬНЫМ ПРЕПЯТСТВИЕМ

В. Т .  Л я п у н о в

Рассматривается происхождение волны изгиба бесконечной пласти
ны через произвольное препятствие. Составлены общие граничпыс ус
ловия, в которых препятствие характеризуется его податливостями и ди- 
намическими жесткостями но отношению к моментам и усилиям, дей
ствующим на кромках пластины. Показывается, что полученное решение 
успешно описывает известные виброизолирующпе свойства ребер жестко
сти, упругих прокладок и шарнирных соединений. Эффективность при
веденных формул иллюстрируется на примере исследования виброизо- 
лнрующих свойств фланцевого соединения, включающего упругую про
кладку.

Высокая эффективность виброизолирующих устройств как средства 
уменьшения изгибных колебаний инженерных конструкций привлекает 
к ним внимание многих исследователей. Это привело к разработке различ
ных конструкций, которые обеспечивают уменьшение амплитуды изгиб
ных колебаний [1—4] (виброизолирующие массы, упругие прокладки, 
препятствия резонансного типа, шарнирные соединения и т. д .).

Уже в работе [1], впоследствии уточненной Л. Я. Гутиным, теорети
ческое решение задачи о виброизолирующих массах в одномерном вибро
проводе предусматривало возможность его использования для других пре
пятствий (с известными механическими сопротивлениями Zj. и Zm но от
ношению к силе и моменту), которые не нарушают непрерывности сме
щений и углов поворота сечений стержня (пластины). Это решение было 
успешно применено в работе [3] для анализа виброизолирующих свойств 
резонансных препятствий.

Однако многие конструкции препятствий, например, включающих в 
себе упругие прокладки, шарнирные соединения и пр., в месте их установ
ки нарушают непрерывность смещений -и углов поворота сечений вибро- 
провода. Поэтому приходится для каждого такого препятствия составлять 
и решать задачу, подобную рассмотренной в работе [1], причем постанов
ка задач и порядок их решения практически одинаковы. Чтобы избежать 
утомительной однообразности промежуточных выкладок, необходимо 
иметь решение задачи о виброизолирующих свойствах некоторого произ
вольного препятствия, из которой решения для каждого конкретного виб
роизолирующего устройства вытекали бы как частные случаи.

Будем рассматривать прохождение монохроматических волн изгиба че
рез прямолинейное препятствие, расположенное по линии х  =  0 на гра
нице двух одинаковых нолубесконечных пластин, лежащих в плоскости 
хОу. Размер 2/ препятствия вдоль оси х будем предполагать малым по 
сравнению с длинами изгибных волн в соединяемых пластинах. Кроме 
того, ограничимся рассмотрением препятствий, симметричных относитель
но оси у и, следовательно, относительно нейтральной плоскости пластин, 
что позволяет пренебречь преобразованием на препятствии изгибных волн 
ь продольные и сдвиговые.
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Пусть со стороны отрицательных х  и у под произвольным углом <р 
к препятствию распространяется изгибная волна единичной амплитуды 
W  =  expf—i(kxx  +  куу — со*)], где кх, ку — компоненты волнового числа 
/ср =  2л /  Яр, <о, t — круговая частота и время. В дальнейшем временной
множитель exp (Ш)  для краткости опускаем.

Ноле изгибных волн, возникшее в результате отражения препятствием 
падающей волны, представим в обычном виде: 
при х  ^  —I

W  =  +  R e ihx W )  +  П'ек'<хЩ ,
при X ^  /

(Х-О -{- T ' e k ' { x - l ) ]  7

где /?, Т, R'  и Г ' — коэффициенты отражения и прохождения бегущих и 
неоднородных волн, определяемые из граничных условий на кромках 
х =  ± I, к '  =  Уйр2 +  к у2 — волновое число неоднородных волн.

Анализируя возможные граничные условия для препятствий различ
ных типов, можно показать, что наиболее общие граничные условия для 
произвольного малого симметричного препятствия имеют вид

dW+ dW-
W + - W -  =  Co(Q+ +  Q-)> —  -  —  =  Cl (M+ +  M - ) ,

/dW+ d W - \
M + -  M -  =  A  (—  +  —  ), Q + - Q -  =  C3(W- ,  +  W - ) ,

где Ci — коэффициенты, зависящие от типа препятствия и характеризую
щие соответственно его податливости и динамические жесткости по отно
шению к моментам и силам. Эти коэффициенты отличаются от соответст
вующих механических проводимостей и сопротивлений множителями •
(̂ со)±1. Индексы плюс и минус относятся *к сечениям х =  +1 и х =  —I 
соответственно. Изгибающие моменты М и поперечные усилия Q на кром
ках пластин, как известно, выражаются через смещепие следующим об
разом:

М =  — D
ь т
дх* а

о т
Q — D

d W

дхг +  ( 2 - о )
d*W

дх ду* ]• (3)

где D — цилиндрическая жесткость пластин, о — коэффициент Пуассона.
Подставляя выражения (3) и (1) в формулу (2), получим систему че

тырех уравнений относительно коэффициентов отражения и прохоящения. 
Решение этой системы дает следующие выражения для коэффициентов 
отражения и прохождения бегущих волн (два других коэффициента пред
ставляют меньший интерес и потому не приводятся):

где

=  - 1 _____ i _  r  =  i _____ 1____ _ L _
1 — iB 1 — t A x 1 - i B  1 - М /

К [ к Р2(1 +  а ) 6 - 1] t C iD k / i i  +  a ) - ^
C X k p* (1 — a) +  Сзё/D  ' k 'k r,2 (1 -  a) +  C3/D  ’

(4)

(4a)

________1 + ( 1 - Q ) S _________
VcxC2/  (Dkpz) — C0kxkpzD (1 +  a) ’

1 +  CoDk4epz(i  -  a) 
1 +  a +  C2k ' /  (Dkpzj

a =  (1 — a) k„z I kpz =  (1 — o) sin2 (p.

Если препятствие не поглощает энергии падающей волны, то все коэф
фициенты Ci, а следовательно, и А  и В являются вещественными. Не
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Г у  12 — г 1 + м - * ) Т
L 1 1 +  л в  )  J

трудно убедиться, что в этом случае формулы (4) удовлетворяют закону 
сохранения энергии, т. е. |7’|2 +  | Л | 2 = 1 .  При практических расчетах 
виброизоляции важно знать квадрат модуля коэффициента прохождения.

(5)
Из последней формулы непосредственно вытекают условия «полной 

изоляции» А В =  —i  и «полного прохождения» А — В.
Для препятствия, поглощающего часть энергии падающей волны, ве

личины А и В становятся комплексными, вследствие комплексности с*, 
А  =  Ао +  iA± и В — Во +  iBu тогда вместо формулы (5) мы получим

• т (2 ___________ (1 -|- A qBq — AjBi)2 +  (.4&Si +  W _________/gv
“  [(1 + A i ) ( i + B i) -A < & tf  +  [A o { i+ B i) +  B o ( t + A i)]* ' ]

Из этого выражения следует, что для препятствия «с потерями вероят
ность наступления условия «полной изоляции» мала, так как для него не
обходимо одновременное равенство нулю обоих слагаемых в числителе (6). 
Сумма квадратов модулей коэффициентов отражения и прохождения из- 
гибпой волны для такого препятствия меньше единицы на величину коэф
фициента поглощения cl, для которого получаем следующее выражение:

Г Ах ' B i  1

■ t  W + Щ Щ ? + * (/)
Приведенные формулы (4) и (5) по внешнему виду соответствуют полу

ченным в работе [5] для виброизоляции ребер жесткости на пластине, 
а формулы (6) и (7) — полученным в работе [6] для прохождения изгиб- 
иых волн через упругую прокладку и поглощения ею энергии распростра
няющейся в пластине изгибной волны. В целях подтверждения полного 
соответствия необходимо конкретизировать граничные условия (2) для 
различных типов препятствий и подставить полученные формулы для С г 
в формулу (4а). Составляя указанные граничные условия, получим

а) для ребра жесткости на пластине

Сй =  0, С г =  — — {GKkyz
2 р/р(02],

Ct =  О,
1

Сз =  — — [Elk,]1 — р5(о2], (8)

где GK п E I  — жесткости ребра на кручение и изгиб, а р 1Р и pS — момент 
инерции и масса единицы длины ребра соответственно; 

б) для у и ру I ой прокладки на стыке пластин

С0 = -

C t =  -

hу
2 GySh’

hУ

2  e ,j :

Сг =  О,

Cj —  О,
(9)

где GySv и Еу1у — жесткости единицы ширины прокладки на сдвиг и на 
изгиб соответственно, hy т- толщина прокладки в направлении оси х;

в) для шарнирного препятствия | 4] на стыке пластин

° 2 \GKk*  -  р/ р( о2] ’ 1 °°’

С2 =  О, С3 =  ~  ‘/2 [EI ■ /с / ~  о&о2] ,
где 21 — расстояние между осями шарниров.
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Нетрудно убедиться, что подстановка приведенных значений коэффи
циентов Ci в формулы' (4а) и (4) приводит к соответственным известным 
выражениям коэффициентов отражения и прохождения изгибных волн 
пластины через ребро жесткости [5], упругую прокладку [6] и шарнирное 
препятствие [4].

Рассмотренные известные препятствия относительно просты по конст
рукции. Для иллюстрации эффективности полученного рсшепия исследуем 
с его помощью виброизолирующие свойства более сложпого препятствия.

Ф и г. 1

Известно, что в целях повышения прочности и жесткости соединений, 
включающих в себя упругие прокладки, применяются фланцы, влияние 
которых на виброизолирующие свойства прокладок не исследовалось.

Рассмотрим изоляцию изгибных воли пластины упругой прокладкой, 
заключенной между двумя одинаковыми фланцами, приваренными к тор
цам полубесконечных пластин. Фланцы будем предполагать абсолютно 
твердыми, обладающими механическими сопротивлениями массы, проклад
ку невесомой, т. е. чистой гибкостью. Возможность обобщения на случай 
реальных фланцев и прокладки будет очевидна из дальнейшего. Для 
краткости ограничимся случаем нормального падения волны на пре
пятствие.

Схема усилий, действующих на контактных поверхностях прокладки, 
фланцев и пластин (фиг. 1), помогает составить граничные условия, из 
которых определяются коэффициенты 6\. Из этой схемы имеем следую
щие условия динамического равновесия фланцев:

Q -  +  Qn —  Q y  =  О, Qy +  Qz2 — Q +  =  О,
(10)

M-  +  Мг1 -  Му =  О, Му +  м г 2  -  м+ =  о,
где Qy, Му — сдвигающее усилие и изгибающий момент в поперечных се
чениях прокладки, QZi, Мг\ — реактивные усилие и момент фланцев. В об
щем случае Qy, Му, QZi7 MZi зависят от типа прокладки и конструкции 
фланцев,— применительно к допущениям рассматриваемой задачи (о не
весомости прокладки и жесткости фланцев) можно записать следующие 
выражения для этих усилий и моментов:

=  — (W+— W.) G VS V
hи

Qzi =  <о2т ф Wu
dWi

Mzi =  сАифГф2 —

где ШфГф — масса и радиус инерции одного фланца.
Предполагая, что размер фланца в направлении оси х  (т. е. его толщи

на) мал по сравнению с длинами изгибных волн в соединяемых пласти
нах, считаем \ \ \  =  И7_, a W 2 =  W+. Подставив величины (11) в условия
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(10), нетрудно привести их к виду (2), принятому в начале статьи, и най
ти коэффициенты С г:

Со =  (\ы2Щ)
2 G yS y

h ,

<02ГПфГф2,

Cl =  ^ 0У2ГПфГф

С 3 =  со2теф,

2_ 2Еу1у
К

-1
(12)
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которые вместе с формулами (4) и (4а) дают решение поставленной за
дачи.

Формулы (12) при отсутствии прокладки между фланцами (1гу =  0) 
переходят в формулы (8) (ку — 0 вследствие нормального падения волны

на препятствие, р5 =  2тгсф, 
pip =  2/ИфГф2), т. е дают ре
шение о прохождении волны 
изгиба через виброизолирую
щую массу. При невесомых 
фланцах (гпф — 0) из фор
мулы (12) получаем выраже
ние (9), т. е- решение для 
упругой прокладки.

Результаты расчета коэф
фициента прохождения из- 
гиблых волн через фланце
вое соединение стержней, 
включающее в себя упругую 
прокладку, представлены на 
фиг. 2 ,1. Расчет проведен 

для стальных стержней толщиной 4 мм при следующих параметрах флан
цев и прокладки: Шф =  110 г/см, Гф2 =  46 см2, GySy — 6,6- 10s ди/см, 
hy — 1 см, Еу1у =  5 -109 он/см. Для сопоставления там же приведены рас
четные графики для виброизоляции упругой прокладки 2 при невесомых 
фланцах и для виброизоляции фланцев при отсутствии прокладки между 
ними 3. Сравнение показывает, что массивные фланцы значительно уве
личивают виброизолирующий эффект упругой прокладки, причем на ча
стотах выше 1000 гц эффективность исследуемого препятствия превышает 
также виброизолирующий эффект фланцев без упругой прокладки между 
ними, в то время как на частотах ниже 1000 гц наблюдаются две частоты 
«полного прохождения», что обусловлено сдвиговым и изгибньгм резонан
сами препятствия как двухмассовой системы с упругостью. Тем не менее 
и на этих частотах исследуемое препятствие имеет преимущества перед 
виброизолирующими массами, так как позволяет обеспечить поглощение 
значительной части энергии падающей волны в самом препятствии при 
применении для прокладки материалов с большими «внутренними потеря
ми, что очень важно при виброизоляции ограниченных конструкций.

Приведенные результаты показывают наглядно применимость получен
ных формул к решению задач о виброизолирующих свойствах самых раз
нообразных препятствий.
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