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В . А. П ирогов , Б. Д . Тарт аковскай

Исследована возможность согласования полубесконечной среды с 
границей раздела, имеющей комплексный входной имнеданц. Получе­
ны условия полного прохождения энергии через границу при произволь­
ной совокупности слоев. Рассмотрен случаи согласования с помощью од­
ного слоя. Показано, что однослойное согласование возможно при опре- 
деленных значениях активной (R) и реактивной (X) компонент входно­
го пмпеданца границы. Выяснено влияние соотношения между (R) и 
(X) на ширину полосы частот согласования.

В работе [1] получены выражения для коэффициента прозрачности 
произвольной совокупности плоско-параллельных слоев с любыми задан­
ными волновыми сопротивлениями. В дальнейшем эти выражения исполь­
зованы для расчета параметров слоев, обеспечивающих полное прохожде­
ние энергии через границу двух полубескоиочных сред с различными вол­
новыми сопротивлениями, т. е. для согласования активного входного импе- 
данца границы с активным имиедаицем одной из сред [2 ].

В связи с тем, что довольно часто встречаются границы раздела сред, 
характеризуемые комплексным входным имиедаицем (полубесконечныо 
среды, разделенные слоем; входной механический имледанц электроакус­
тического преобразователя и тому подобное) возникает задача о согласо­
вании комплексных входных имнеданцев. Применение системы слоев яв­
ляется одним из наиболее простых способов согласования, в особенности, 
когда одна из сред обладает активным имиедаицем. Подобная задача рас­
сматривалась в работах [3 и 4], где анализировалось влияние плоско-па­
раллельных слоев на чувствительность в режиме излучения плоско-парал­
лельного преобразователя, характеризуемого определенной частотной ха­
рактеристикой комплексного импеданца.

Однако задача о согласовании комплексных импеданцев с помощью 
слоистых структур в общем виде, безотносительно к конкретным видам 
комплексных нагрузок, несмотря на ее актуальность, еще не рассматри­
валась.

Коэффициент отражения для произвольной совокупности плоско-парал­
лельных слоев, полученный в работе [ 1 ], имеет вид

!
^ ■ к ( а , М - к (  М ) ] И —  ̂ 2  (а, Р ) “ ^л+!^2( Pi а) j
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где Si(ct,p) =  П  cosipjl — 2  Р</2  +  2  PsS  ar2
t = i  q = 2  p = i  s— 4 r = 3  <j= 2  p = l

(2)
n  n  г  71 П  r - i  <7 - 1

^2 ( a ,p ) =  П  cos «Ft I 2  «Р — S  «г 2  Рч2  «? +  •••! > (3)
1=1 L p = l  r— 3  q—2 p = 1

причем p, g, r, 5- — обозначают индексы, по которым производится сумми­

рование, например,
3 1

2  S  Рр =  а2Р* “Ь азР* “Ь азРг»
7 = 2  р = 1

и приняты сокра­

щенные обозначения

где Zi =  p{Ci (pi — плотность, с, — скорость распространения продольных 
волн, Ц — толщина слоя).

Пусть входной импеданц границы будет Zn+1 =  i? -f- гХ Тогда выра­
жение для коэффициента прозрачпости примет вид

V =
2 0 (a. Р) — S  (р, a) -j- XSt (р, a)J ~г г | (а* Р) — (Р> а) +  y f S\ (а» P)J
R «

Si (в, р) +  Л(Р.о)-Дг5,(р, a)] + i [ j oS3(«. P)+flSS(p/a) + ̂ 5i(a, p)] ’

а условие полной прозрачности (V =  0) будет

~ S,(а, р) -  S,(р, а) -  XS2(р, а) =  О, 
^0

~ к ( а ,  р ) -  Д52(Р, а) +  -^5,(р, а) =  0.
''0 "О

При X  =  0 выражения (4) и (5) переходят в выражения, справедливые 
для входного импедапца полубескоиечной однородной среды с удельным 
волновым сопротивлением R  [2]. При Х Ф  0 уравнения (5) полностью 
характеризуют упругие параметры и размеры произвольной совокупности 
переходных слоев, удовлетворяющих условию полного перехода энергии 
через границу сред.

Рассмотрим частный случай использования одного слоя. Тогда, под­
ставляя в выражение (5)

1 1  1 1 1
S\(a,  р) =  £'i(p, а) =  coscpi, — S2(а, Р) =  Z,S2(р, а) =  sinipi

&1
и полагая Zq =  1 (все импеданцы нормированы к Zо), получим

(1 — R) — Jj-tgipi =  0, ( Z i  — -^ -)tg (p i+ JZ  =  0, (6)

откуда следует единственное решение:

tg<Fi =  y ( 1 - / ? )  (7)
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г . = У л + л ? Г  <8)

при X  —  О, Z\ =  УД, tg ф1-^оо. Принимая толщину слоя / =  (2m + i)  л/4, 
получим известное условие просветления границы полубескоиечных сред 
с помощью четвертьволнового слоя. Если Д >  1, то Z\ >  УД, если Д <  1, 
то Z, <  уД. При (Д2 - f  X2) /  Д <  1, подкоренное выражение в формуле
(4) становится отрицательным, т. е. согласование невозможно. Как видно

из формулы (7), полное согласование ( \ V \ 2 =  0) имеет место не при чет­
вертьволновой толщине слоя.

На фиг. 1 в плоскости комплексного переменного Д, iX  изображена 
номограмма для определения параметров согласующего слоя (Zt =  pict 
и li),  представляющая собой два семейства кривых, соответствующих по­
стоянному Zi (окружности) и постоянным толщинам слоев, определяемых, 
соответственно, уравнениями:

/  1 —  Z i 2 \ 2 1
Х2 +  ( й -------- 2 /  = т ( 1 - ^ 2) 2,

Х 2 =
tg2(pi + 1  — R'

(9)

( 10)

При Д >  1 (фиг. 1, а) для любых X  всегда можно подобрать согласующий 
слой. Для Д <  1 (фиг. 1,6 в увеличенном масштабе 100:1), значения X, 
при которых возможно согласование, находятся внутри окружности 
Z  1 =  0 (tg <pi =  0), имеющей радиус, равный 0,5. Таким образом, при 
Д <  1 ни при каких X  >  0,5 нельзя получить полного согласования с по­
мощью одного слоя.
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В качестве примера на номограмме нанесена импеданц-диаграмма ре­
ального полуволнового слоя, выполненного из керамики (Zc= p cCc=15,6), 
погруженного в среду с Z0 —  1 (пунктирная кривая (Л)) и реального 
преобразователя (полуволнового вибратора) из этой же керамики и такой 
же толщины, нагруженного с электрической стороны на омическое сопро­
тивление, эквивалентное Z0(B).  Из-за влияния электрической стороны им-

Фиг. 2

педанц-диаграмма преобразователя отличается от диаграммы слоя, пред­
ставляющей собой окружность. Как и следовало ожидать, для получения 
полного прохождения энергии через границы среда — слой и среда — пре­
образователь требуются согласующие слои из разных материалов и, соот­
ветственно, разных толщин. На импеданц-диаграмме преобразователя от­
мечены точки (крестиками), соответствующие определенным частотам 
(в долях от частоты механического резонанса /рез слоя). На частотах нижо 
/я=1  (для данного преобразователя /л=i ^  0,28 /рез) активная составляю­
щая входного имиеданца меньше 1 , в то время как реактивная составляю­
щая в значительном диапазоне частот больше 0,5. Таким образом, как 
было показано выше, полное согласование на этих частотах с помощью 
одного слоя невозможно.

На фиг. 2, а и 2, б представлены зависимости Z< и q)j от величины R  
при разных значениях X.  С увеличением R  величина Zt асимптотически 
стремится к кривой X  =  0 и уже при значениях R  ^  ЗХ  можно подобрать

410



слой (Zi, ?i), который обеспечит высокое значение коэффициента прохож­
дения, даже если в известных пределах будет изменяться входной импе- 
данц (например, с изменением частоты). Нетрудно видеть, что для одного 
и того же X  существуют два зпачения Я, при которых полпое согласова­
ние возможно при одном и том же волновом сопротивлении слоя, но, соот­
ветственно, при разных толщинах (фиг. 2, б) . На номограмме фиг. 1 это

Ф иг. 3 Ф иг. 4

отражается в двукратном пересечении окружности Z\ =  const с прямой 
X  =  const. Если R  =  1 и X  =  0, то полное согласование наблюдается, 
как известно, для слоя с любым Z\ (вертикальная прямая R =  1 , 
фиг. 2 , а), если его толщина кратна Х/ 2  (cpi =  т г, фиг. 2 , 6).

При согласовании границ раздела большое значение имеет ширина по­
лосы частот согласования по заданному уровню коэффициента прохожде­
ния. Поэтому представляет особый интерес зависимость ширины полосы 
пропускания границы раздела сред с комплексным входным импеданцем 
от соотношения активной (R ) и реактивной (X) компонент.

Квадрат модуля коэффициента отражения (коэффициент отражения по 
энергии) в случае применения одного слоя имеет вид

. „  ■ „ _  [2?i (1 — Д) — X tg ер,]2 -I- \Х  — (Zi. — R)  tg <piP
1 >" [Z1( l  +  i? )-X tg < p Ip +  [X +  ( V  +  /?)tg(fl? ’ ;

а коэффициент прохождения соответственно будет \ W \ Z —  1 — |У |2. Ши- 
рина полосы частот Д/ по заданному уровню коэффициента прохождения 
определяется из условия

т *  =  а, (1 2 )

где а — значение уровня, а также из равенств (7) н (8). Выражение (12) 
в случае а =  0,5 приводится к следующему уравнению относительно tg<pi:

A  tg2 <pi + 5tgq > i +  С =  0, (13)

411



где А =  й 2 +  X2 +  Z i 2 ( Z f 2 — 6Й), S  =  2Z,X(Zi2~ l ) ,  C =  Z i2( l -  
— 6# +  Й2 •+- X2) , откуда следует решение

tgl,2 <f' =
— В ± уВ >  — 4АС

9А
Принимая, согласно формуле (7) срЛ =  2л (Д /  c i)/i и согласно формуле
(14) ср/ =  2я(Д / Ci) (Д +  Д // 2) и ф2' =  2я(/| /  cj) (/i — Д / / 2 ) ,  можно 
получить Д/ / Д  =  ( / /  — /s') / А-

На фиг. 3 построено семейство кривых зависимости от й  относитель­
ной полосы пропускания Д / / Д  по уровпю 0,5 для разных значений |Х| .

Фиг. 5

Если задала величина X, то полоса пропускания при определенном R  до­
стигает максимума. Для X  =  2 и R  =  5 величина Д / / Д  равна 2 или оо, 
так как минимумы частотной характеристики равны IW |^ in =  0,5. Для 
X =  0 критическое значение R  (при котором Д / / Д  =  2 -^ оо) будет 
й кр =  5,82. Очевидно, для значений X, заключенных между 0 и 2 
(0 <  х  <  2) и 5 <  R  <  5,82 может быть достигнута бесконечно большая 
полоса пропускания (по уровню 0,5), а для X >  2 значение й 1ср отсутст­
вует. Следует отметить, что для заданной величины X существуют два 
значения й , при которых достигается одна и та же полоса.

На фиг. 4 представлены зависимости Д // Д от отношения X/ / ?  при 
разных й. В случае R  =  5,82 при X / й  =  0 величина Д/ /  Д =  2. Для 
сравнения па атом же графике построена зависимость Л / / Д  при одном 
фиксированном значении X =  1 0 .

Частотные характеристики коэффициента прозрачности границы при 
X =  10 и разных й , а также при X =  0 и й  =  5,82 построены на фиг. 5. 
В соответствии с графиками фиг. 3, в случае й  >  й оп т и й <  й оп т (для 
йопт — полоса максимальна), частотные характеристики сужаются.

Таким образом, полное согласование среды с границей, имеющей ком­
плексный входной импеданц, возможно даже с помощью одного слоя при 
любых значениях реактивной составляющей входного импедапца (X), 
если, однако, величина активной составляющей (й) больше единицы. Если 
же Й <  1 , то полное согласование при значениях X, удовлетворяющих 
неравенству (й2 -f- X2) /  й  <  Z0 =  1, невозможно.

Для любого значения X существует такое значение й  >  1, при кото­
ром ширина полосы частот согласования по заданному уровню коэффи­
циента прохождения энергии (|ы;|2) — максимальна. С ростом й  значения 
величин параметров согласующих слоев, а также полос согласования сбли­
жаются, что дает возможность в определенном диапазоне изменения й  и X  
использовать одип и тот же слой для согласования разных входных им- 
педаицев.
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