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Получена формула для определения спектра собственных частот 
прямоугольной пластины со свободными краями и произведен расчет низ
ших собственных частот стальной пластины размерами 0,5 X 1000 X 
X 2000 мм, применяемой в листовом ревербераторе ЕМТ-140. Выведена 
формула для расчета плотности спектра собственных частот листового ре
вербератора. Показано, что характер распределения собственных частот 
пластины отличается от распределения собственных частот помещения.

Центральным вопросом теории листового ревербератора является иссле
дование структуры спектра собственных частот тонкой прямоугольной пла
стины, подвешенной по углам к амортизированной раме [1].

Точное решение дифференциального уравнения колеблющейся пласти
ны известно для весьма малого числа граничных условий. Для прямоуголь
ной пластины это, в первую очередь, шарнирно опертые границы [2] и слу
чай двух шарнирно опертых противоположных границ при произвольных 
условиях на другой паре границ [3]. Для более сложных граничных условий 
решение можно получить лишь с помощью приближенных методов, напри
мер метода Ритца, основанного на вариационном принципе и являющегося 
конкретизацией прямого метода Рэлея применительно к колебаниям пла
стин. Метод Рэлея — Ритца дает для собственных частот оценку сверху 
<опр ^  <0п, где (i)np — я-я частота собственных колебаний, вычисленная по 
методу Рэлея — Ритца, (оп — точное значение п-й собственной частоты. 
Приближение значения тем ближе к истинным собственным частотам, чем 
удачнее (гибче) выбраны аппроксимирующие функции.

Схема метода Рэлея — Ритца следующая: составляется функция Лаг
ранжа системы

Здесь р — плотность материала пластины, h — толщина пластины, В  — ци
линдрическая жесткость пластины, о — коэффициент Пуассона, W ( x y у) — 
аппроксимирующая функция, удовлетворяющая граничным условиям.

L =  Т  — V, (1)
где Т  — кинетическая энергия:

V  — потенциальная энергия:

aw  aw
дх2 ду2

(3 )
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В качестве аппроксимирующей выбирается функция в форме [4, 5]
р. я

W =  ^  А тпХ т(х) Yn(y) j (4)
m , n = i

где Х т(х), Y n (у) — балочные функции. Условие экстремума будет 
0L /  dAih =  0, или

dV  о>2рЛ д
j  $ W 2(x ,y )d x d y  =  О,

dAih 2 ........ ....... * "  (5)
что приводит к системе алгебраически однородных линейных уравнений 
порядка pq относительно коэффициентов Л,*. Условием разрешимости си
стемы уравнений относительно является равенство нулю ее определи
теля, из чего находятся pq собственных частот. При этом точность найден
ных значений частот возрастает в сторону уменьшения их порядкового но
мера.

Ряд исследований, прежде всего самого Ритца [6], затем [7, 8] показал, 
что в качестве аппроксимирующих удобно выбирать комбинацию балочных 
собственных функций, описывающих колебания однородного стержня с со
ответственно подобранными граничными условиями. В этом случае балоч
ные функции являются решениями уравнения cpIV =  (&4/а 4)<р, где а —- 
длина балки, к — волновое число. В пашем случае выполняются граничные 
условия

<рп =  ф1П=  0 при х  =  0, х  =  а. (6)

Выпишем явно вид балочных функций в зависимости от номера собст
венных колебаний, следуя работе [7]:

т  =  0  ф(х) =  1,
(7)

т  =  1 ф(я) =  1 —■ 2х /а.

Эти функции описывают поступательное перемещение и поворот балки 
как твердого тела. При т =  2, 4, 6 , . . .

»(1> =  003 4 ( т  -  f )  + « °ь * ( f  -  v )  •

я = -
sin Vгк (8)

sh Vaft
Значения кщ  определяются из решения следующего дисперсионного

уравнения:
1 1

tg-^-A +  th —  к =  0. (У)

При т =  3, 5, 7 , . . .

Ф (х) =  . i n  V  ( f - f )  +  s h  * - (  S .  -  ± )

s in  * / г к '

(10)

9' = shV2к' ‘

'Значения tz2n+i определяются путем решения дисперсионного уравне
ния вида

1 1
—  к'. (И )
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Балочные функции удовлетворяют условиям ортогональности:
а
J ®
О

п р и  Г =  S ,  

п р и  г ф  S .
( 1 2 )

Кроме того, выполняются соотношения:
U
j  (ф0»)*Ас =  $ (чнп ) * « Ь = 0 ,

о

j  фгпф5п dx =
О

А4
(г

при г =  s, (13)

О при г ф  s.

Обозначим балочную функцию относительно координаты х  через Х (х ) ,  
а относительно координаты у  через Y  (у) . Введем далее обозначения:

а и
E ih =  a $  X # k«  dx, Fih =  b J 7,7ft11 dy,

0
(14)

a

Hlk =  a $ Х /Х и '  dx, K ih =  b J Yi'Yk dy.

В этих обозначениях система алгебраических уравнений относительно 
А тп примет вид

2  2  f^mn — А тп — о.
m—1 71=1

В уравнении (15) приняты следующие обозначения:
i =  т

(15)

K =  ^(>k —  a \  6mn =

1 при
к =  пу

0 при ' i =f= т 
или при к ф  п у

Стп =  О -— [EmiFkn 4“ FimFnfc] 2(1 о) —“ HimKhni
b b

m n  
i ,  к Ф т , n

ClL  =  —  *»4 +  i Ы  +  2* EuFkk +  2(1 -  ®) -£-HihKhh,
i, h=m, n a b3 b b

a n b  — длина и ширина пластины.
Определитель системы уравнений (15) имеет вид

с\{ -  К ей , г п1̂3i • г 11• • » ^РЯ

Си. с\1 -  я, Г12 
^13, •

г п. . , ispq =  0. (16)

С??, гРЯ 12 » Г"РЯ °13 » • . . ,

Численный расчет показывает, что диагональные члены в определителе
(16) являются главными. Поэтому решение определителя, проведенное ме
тодом итераций, дает быстро сходящийся результат.
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Т а б л и ц а  1

m
н х ~

=('em/«)! (1- 
-  2/Sm)

—
(/frn/«)2{l+6/fcm) n Giy = 

-  &n/*
я у =

(K-n/«)2(l-2/fen)
Iv =*

(kn/n)2(i +  fykn)
%

0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 12/я2 1 0 0 12/л2
2 1,506 1,248 5,017 2 1,506 1,248 5,017

> 2
m— 
- 1 /2

(т—1/2)3 [1— 
—2/ (m—1/2)я]

(m - l/2 )M l +  
+6/(m —1/2) я]

> 2 * —1/2 ( * - 1 / 2 ) 4 1 -
—2/(*—1/2) jcJ

(* -1 /2 )4 1  +  
+  6/(*-1/2)л]

Дифференциальное уравнение колебаний пластины напишем в виде

Это уравнение является уравнением экстремали для лагранжиана (1).
Граничные условия для прямоугольной пластины со свободными краями 

означают равенство нулю на границе изгибающего и крутящего моментов, 
а также перерезывающих сил. Аналитически указанные граничные усло
вия имеют вид [9]

д* W  , d2W  Л d3W  d*W

+  0 " % г = 0 ’ 1 ^ " + 2 ( 1 “ a ) W ' ==0 при *  =  0’ ж =  а’
(18)

да?
S?W д* W  п d3W  д3 W
ву '-'+ а ~ о *  ' 1 ^ +2(1~ 11)~ Щ Г = 0  ауш у = 0 • у =  ь-
Легко видеть, что если выбрать W  в формуле (4) в виде разложения по 

балочным функциям (8), (10), то граничные условия (18) удовлетворяют
ся вследствие того, что балочные функции удовлетворяют условиям (6).

Выше было отмечено, что главные величины в определителе (16) — 
диагональные члены. Это означает, что в первом приближении в выраже
нии для собственной функции типа (4) можно ограничиться одним членом 
суммы: W mn =  X m{x )Y n {y). Тогда квадрат собственной частоты найдем, 
подставив W mn в формулу:

В/2 И [ (

0W Z =

н н -
+  2(1 - а ) (

ТПП

ду2
9 W .

2 а
&Wmn d m .mn

da?
mn

дх dy ■) jj dx dy

1/2pA $ J (W. mn )2dxdy

В результате для comn получим выражение

тде

ду* +

о ^mn2 “| /  В
СО т п  =  Я 2 ------—  V — ,

а2 r р h

к т п * =  { g x4 + - £ g , 4 +  2  ̂ [ o H x H „ + ( 1  -  а) а д } *  •

(19)

(20)

Рассчитанные величины Gx, Нх, I x, Gy, Ну, 1У сведены в табл. 1, при состав
лении которой учтено, что значения Ат и кп для балочных функций, опре
деляемые из дисперсионных уравнений (9) и (11), можно получить при 
А > 1 ,  используя приближенное условие th (к /  2) ж  1. Это приводит к
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Т а б л и ц а  2

/ ,  гц
п

т  =  1 т  —  2 т  =  3 Го  =  4 г о  =  5

1 2 , 3 6 , 3 1 3 , 2 2 3 , 1 3 5 , 4

2 3 , 6 7 , 8 1 5 , 1 2 5 , 2 3 8 , 2

3 6 , 5 1 0 , 7 1 7 , 8 2 7 , 6 4 4 , 6

4 1 0 , 4 1 4 , 6 2 1 , 3 3 1 , 2 5 0 , 7

5 . 1 4 , 2 1 9 , 1 2 6 , 9 3 7 , 7 5 2 , 6

асимптотическому равенству кт «  (т — уг)я.  Практически это равенство 
выполняется уже при т  >  2.

Результаты расчета собственных частот стальной пластины размерами 
0,5 X 1000 X 2000 мм, применяемой в листовом ревербераторе ЕМТ-140, 
произведенного для нескольких значений т , п по формуле (20), приведены 
в табл. 2.

Из выражения (20) и табл. 1 видно, что, начиная с номера т, п >  10, 
влияние граничных условий становится несущественным, и выражение для 
собственных частот принимает универсальный вид:

<От ( 21)

Расчеты показывают, что при т, п  =  20 ошибка в формуле (21) не 
превышает 5%.

Зависимость (21) позволяет определить число собственных частот пря
моугольной пластины со свободными краями, лежащих в интервале частот 
от 0 до /:

________

f V / f - t t  Г О

Плотность спектра собственных частот есть производная по /  от выра
жения (22): ^

dN(f)

df

ph

В
+ _ £ _ V  f i

4 I f  Г В
(23)

где S  — площадь, L  — периметр пластины, /  — некоторая заданная частота.
Как видно из выражения (23), плотность спектра собственных частот 

пропорциональна площади пластины и обратно пропорциональна ее тол
щине. Главным членом выражения (23) является первый, отвечающий ко
сым волпам, поскольку второй, соответствующий осевым собственным ко
лебаниям, уменьшается обратно пропорционально У/.

Как известно, для помещения величины, определяемые выражениями 
(22) и (23), рассчитываются по формулам [10]:

4 л V  л S
(24)

dN(f )  4лУ л5  
df  Со3 2С02

(25)

где V  п S  — соответственно объем и площадь помещения.
Произведем расчет количества собственных частот прямоугольной 

стальной пластины размерами 0,5 X 1000 X 2000 мм в интервале от 0 до 
100 гц и определим плотность спектра ее собственных частот при /i =  100 
и /2 =  1000 гц по формулам (22) и (23); результаты расчета сведены 
в табл. 3.
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По величине N( f )  =  164 (при / 1 =  100 гц) можно заключить, что 
стальной лист с приведенными выше размерами эквивалентен помещению 
объемом 1400 ж3, с площадью пола 200 м2 и отношением размеров как 
2 : 3 : 5 .

Из сравнения молекул (23) и (25) и из табл. 3 видпо, что характер рас
пределения собственных частот пластины отличается от соответственного

Т а б л и ц а  3

Показатели iV (/), 
О-МОО зц

dN  (f)/df ,
/j as 100 ЭЦ on  a m ,  

fz = luoo гц

Стальной лист 164 14 14
0,5X1000X2000 мм
Помещение F=1400.w3 164 5 500

распределения собственных частот помещения. Если для помещения плот
ность спектра собственных частот растет пропорционально / 2, то для пря
моугольной пластины со свободными краями она является практически по
стоянной, не зависящей от частоты, за исключением более низких частот, 
где она несколько повышается за счет влияния осевых воли.
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