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НЕКОТОРЫЕ МОДИФИКАЦИИ МЕТОДА ПОПЕРЕЧНЫХ СЕЧЕНИЙ

I I .  F  . Л а л ь ц е в

Рассмотрены некоторые пути модификации широко известного ме­
тода поперечных сечений, сводящиеся к изменению формы сечения. При­
ведены конкретные примеры сечений, определяемых координатными ли­
ниями различных плоских систем координат, в которых перемепные в 
уравнении Гельмгольца разделяются. Метод поперечных сечений при­
меняется к решению скалярного уравнения Гельмгольца в бесконечных 
и полубесконечных волноводах симметричных относительно оси. Полу­
чены соответствующие бесконечные системы дифференциальных урав­
нений.

Пусть имеется плоский волновод переменного сечения (фпг. 1) с неко­
торыми граничными условиями на стенках. Задача состоит в том, чтобы 
найти решение уравнения Гельмгольца

где п — внутренняя нормаль к стенке, р. и v — некоторые функции длины 
дуги s вдоль стенки. Согласно работам 11 —3], при каждом фиксированном 
х  параллельно оси у проводится плоское сечение и предполагается, что рас­
пространение волн в окрестности этого сеченпя происходит, как в некото­
ром волноводе сравнения постоянной ширины 2Н {х), т. е. существует на­
бор нормальных волн, из которых конечное чпело распространяется, ос­
тальные затухают. Параметры нормальных волн отыскиваются из решения 
уравнения (1) в волноводе сравнения при фиксированном значении х . 
Такая формулировка метода поперечных сечений наряду с несомненными 
достоинствами, среди которых нужно отметить простоту получающихся 
функций, имеет ряд существенных недостатков. Во-первых, точно удовлет­
ворить граничным условиям мы можем лишь в случае v =  0, так как нор­
маль к стенке волновода сравнения не совпадает с нормалью к степке в за­
данном волноводе (см. впрочем, работу [4]). Кроме того, ширина волно­
вода в данном сеченнн ничего не говорит пи о наклоне стенок, ни о их кри­
визне, что сказывается на сходимости приближенных решений.

В работе [5] сделан шаг по пути преодоления указанных недостатков 
^заметим, что в работе [6] повторены результаты работы [5 ]). В качестве 

«сечений в этой работе выбраны ортогональные стенкам волновода сферы, 
поскольку рассматриваются осесимметричпые трехмерные волноводы. 
•Ниже мы разовьем подробно аналогичную идею для плоских волноводов. 
Волноводами сравнения в этом случае будут клинья с углом раствора 
:2<po(s) (фиг. 2). Решение уравнения (1) будем искать в виде

Аи -|- к2и =  0 (1)
с  граничными условиями

(2)
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где п — нормаль к сечению, ап и Ьп — неизвестные функции s. Функции 
!/n (s, ср) есть ортонормированные собственные функции эрмитова опера­
тора

dry v (5) ду
ЬУ =

d(f 2
, [ i ( s ) y ± R (s) dip Ф = ± Ф о  ( S )

=  0, | fx 12 + llv ||2=7̂ 0,

Im \i =  Im v =  0. (4)
В качестве дальнейшего развития метода ионеречпых сечений в сооб­

щении автора [7] предложено строить при каждом s эллиптические сече­

ния, причем так, что сопряженные к эллипсам гиперболы, которые явля­
ются стенками волновода сравнения, касаются стенок во втором порядке, 
т. е. кривизна стенок волновода совпадает с кривизной стенок волновода 
сравнения (фиг. 3). В этом случае решение уравнения (1) следует искать 
в виде

со

“ (s>cp) =  ^ |an(s)!/n(s,q)),
71— 0

du{s, ф) 
дп

оо

=  -£- ̂  М *)«М «,ф), (5)
71=0

где п — внешняя нормаль к стенке, у п (s, ф) — ортонормированные собст­
венные функции оператора

v(s) ду
Фо) dip ' ф=±<ро(я) 

Im ц =  Im v =  0, |ц |2+  М 2 ф  0.

=  0,  ( 6)

Здесь h (s, ф) — коэффициент Ламе координаты ф.
Рассмотрим случай цилиндрических сечений. Решение уравнения (1) 

в области, показанной на фиг. 2, с граничными условиями (2) будем ис­
кать в форме (3). Функции у п, согласно формуле (4), будут

sin
У п ( * ,  Ф ) =  [ ф о ( 5 ) ] “ ’/2 +  « « ( * ) ] .

Г ( \ Ч

где Хп (s) и еп (s) определяются из граничных условий

v(s) dyn{s,(p)

(7)

Введем скалярное произведение

Фо(«)

дц:
=  0. (8)

ф=±фв(5)

(u ,v ) s =  j u(s,cp)p(s,cp)dcp. (9)
-Ф о (s)
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Функции у п таковы, что выполняется условие

(УтП) УпУв == бШП- (Ю)
Каждое сечение характеризуется параметрами /?($), d(s) и фо(^), опреде­
ляемыми из уравнений формы стенки волновода

x  =  X ( s ) ) y =  ± Y ( s )
согласно выражениям

X (s) =  d(s)-\- R  (s) cos (ро (s), Y (s) =  R (s ) sin фо($),

, dF
a(s) =  — =  tgq.0(s).

( 11)

( 12)

Таким образом, при условии

д{х,у)
Л(5’ф)^ ^ Г = / г ( Л + а с о з ф ) ^ °  ( / = ^ ) ’ (13)

каждой точке х , */ иоставлепа в соответствие точка s, ф при помощи соотно­
шений

х  =  d(,v) - f  R(s)cos  ф, */ =  fi(s)sin  ф, (14)

где d(s), R (s)  ифо(^) определены из формулы (12):

d{s) =  X (s) — У Н
a(s) ’

f l ( S) = 7 ( S)
[1 +  a2(s)] 'k

a(s)
cp0(s) — arctg(a(s)).

(15)
Из соотношений (15) получим

ds R  ds R d(p П
—  =  — c o s 9 , — =  —— sin  ф, —  =  — —  э ш ф , 
dx A dy A dx A

d(p d +  R cos ф 
dy A

d d sin ф d
—  =  С08ф------
ox dn.

d R  d dsin <p d 
dn A ds "и Д Зф ’

d . d cos ф 3 
=  s m  ф ----------f-

(i6)

R  d<p' dy ' dn R  dip
Применим к первому из выражений в формуле (3) оператор d/dn и 

результат приравняем второму выражению в формуле (3); после скаляр-
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ного умножения получившегося тождества на у т оно примет вид

°° d 1
ik f{b m =  ^  ^ ct,nn 4" Р»ппу cin ikdym nbn}  • (17)

л=о
Построим при помощи формул (16) и (3) функцию Ди +  к2и и, при­

равняв ее нулю, после скалярного умножепия на ут получим
dbm . R  _ / . Ят 2
ds

с о

Л  •! I  Л \

Р»т— АЙ (1 — Y'««] а» +
(А«)L  {* [  тп=о

+  [  д-(7тп+ Р т п  ) +  0 ? n n j  Ь п . (18)

Уравнения для нулевого приближения имеют вид

( X m m  4 "Г Pmm ̂  & т т  i k ( R  -j- d \ m m )  ЬщО — О,
ds 
dbm 0 

ds

R

—  ik  ^  1 — j  (1 — dymm) +  - j ^ - 2 Pmmj OmO
(19)

+

+
A a

\ -1 л t f
{ У т т  +  P m m  ) +  Clmm j  ЬтО — 6*

Подставив в формулу (19) параметры сечения из выражения (15), полу­
чим

dam о . /  , ар 0 \
“ Г  I a r n m  i ----- 7 7 Т ^ ,  7 7  Р * п т  I О т о  —\  а2(1 +  а2) /

РУ
ds

- i k  (1 — -  
\  а2(1 .+  з 2)

dbт О

ds
- i k  1((

— (1 + ( 1  +  О̂ )7’Ymm) )  6m0 =  О,

а 2)- )  ( 1 ~  "а!

л,»2 а2 Р Y

+

А2У(2(1 +  а2) / \ ~  а2(1 +  а2) ,/г
Р „ \  / а2(1 +  а2) — рУ

)
(19а)

+

k?Y( 1 +  a2)

«Р

—  Pmm) Ото +  ( <хУ(1 +  а*)*А

(Утт 4~ ртт)“Ь а?пт| Ь т о — 0.
а2(1 +  а2)

Фигурирующие в формулах (17) и (18) матричные элементы таковы:

amn(s) =  Уп/ ŝ» Pmn ($) =  (sin ф[̂ п<р Ут У s,

У т п ( ь ' )  =  {У т , Цп COS (р0> .  ( 2 0 )

При #  =  0  выражение (19а) принимает вид

damо , / , Л а \  , .у РУ
 ̂ 4“  ̂О mm 4~ Pmm “  ̂  #m0 4” ^  

dbmO .. /  / Ят 2а?

- 2  ГГ/ Y m m  & т 0  —  0 ,а2(1 +  а,2) /з

.4-

ds

Р
- « *  ■ А2У2(1 +  а,2)

)  (1  —  ( 1 +  a2) Vj У т т )  +

( 21)

А2У(1 +  а2)
^2. зи Рmm j  Я-то 4“ (  — (Ymm “Ь Ртт) )  Ьто — 0-
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Условие f t  =  О эквивалентно (см. формулу (15)) выполнению следую­
щего дифференциального уравнения для формы стенок:

( И 2(1 +  ( И 2> “  Y " Y  =  0. (22)
Полный интеграл уравнения (22) есть

C i X  +  С 2  =  4= 1x1 ^  — у  -  - i — J  = F ( 1  — C V Y * ) ' * ,  ( 2 3 )

т. e. представляет собой семейство трактрис.
Условие (13) и требование f t  ф  0 означает, что функции (11) должны 

быть такими, чтобы всюду имело место неравенство

1 + ( 1 + ( Г ) ? ) ‘/а ^  Y" _ ( Г ) 2 
Y  <  (1 + ( Г ) г)*А <  Y

Перейдем к случаю эллиптических сечений. Пусть область, в которой нам 
нужно найти решение уравнения (1), изображена на фиг. 3. Решение бу­
дем искать в виде (5), где j/n($, ф) удовлетворяют уравнению

+  k2az(s) [Sn,2(s)— sin2ср] уп =  0, (25)

а с,п (s) находятся из граничных условий

М* 0 ') У п
у ( » )

h(s, ф0)
d-У п  I
Й ф  UF=±qp,<s)

Введем скалярное произведение
To(s)

<u, y ) s =  J  Zi(s,<p)y(s,  cp)d<p, (27)
-Ф«(в)

причем в случае вещественных р и v {ут, y n)s =  бmn. При каждом 5 вве­
дем эллиптическое сечение

х  =  d(s) +  a(s)$h  a(s)cos ф, у  =  a(s)ch о (5) sin ф, <ре [ - фо($), фо($)],
(28)

где параметры d (s), a( s ) ,  o(s)  и фо($) определяются из уравнений для 
формы стенки (11), согласно соотношениям

X (s) =  d(s) +  a(s)sh  a(s)cos (fo(s)>

dY
Y (s ) =  a(s)ch а ( ф т ф 0($), a(s) =  — -• =  th o(s)tg<p0(s),

a X

1 sin(fo(s) •d2Y  1
P (s)“  d X ? ~  a{s) с ^ а ( 5)со82фо(5)

(29)

Параметры (29) дают нам эллиптическое сечение волновода, ортого­
нальное стенке, такое, что кривизна сопряженной эллипсу гиперболы, про­
ходящей через точку пересечения эллипса со стенкой, равна кривизне 
стенки.

В этом случае, когда s е  [s 1, s2], т. е. мы находимся вне возмущенного 
участка волповода и его стенки гиперболические, уравнение Гельмгольца 
в координатах а и ф имеет вид

д2и д2и
— ■ +  -г-г- +  Atfa* (ch2 а — sin2 ф) и =  0
до2 Off2
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и разделяется на два обыкновенных уравнения:

d2M
do2 
а2 Ф 
ейр2

+  Afa2(ch2 су -  | 2)i¥ =  0, н =  М (о) Ф (?),
%

■ +  k2a2( lz — sin2 ф) Ф =  О, Ф Е [—Фо, Фо].
( 31)

В формулах (30), (31) а =  const, фо =  const. Мы вводим при s ^  [s\, 
52] зависящие от s  величины a(s), фо($), d(s) и заменяем координату о 
координатой s. В уравнение для зависящих от ф функций Фп формально 
подставляем а, зависящее от 5, и в граничные условия подставляем фо, за­
висящее от 5.

Потребуем теперь, чтобы решение (5) удовлетворяло уравнению Гельм­
гольца. Из формулы (28) находим

h sin ф d(f — q +  h sin fl/fe0ds h cos 0 ds
дх ар +  Д0 ’ oy ap A 0 ’ dx 

d? r +  Acosfl/Ao
ар +  До

а р + Д о

, h2 =  a2 (cli2 o’ — sin2 cp), ho2 =  a2 (ch2<j — sin2 cp0) ,

| & 4 = . р  +  д „ ^ о ,  д ^ 4’
9 (.5, ф)

(32)

Ao ’

где — угол между нормалью к сечению и осью х  и

р  (5, ф) =  (d cos ф +  d sh a)ch a, q(s, cp) =  a c h a s in ? ,
r(Sy ф) =  d +  a sh a cos cp (33)

параметры, равные нулю в эллиптической системе координат, т. с. когда 
s е  [s\y S2]. Из формулы (26) имеем

d _ Л cos 0 d 4 +  Asind/Ao о .  h
dx Q =

ар +  Д0 ds ap +  До -дф ' '  а р + Д 0
д - A sin О 5 r +  Acos-O/Ao д

ар +  Д0 ds ар -j- До <?Ф

д

(34)

= ( ?  — +  -^ (rsin fl — gcos^) —  
dn as - А дф

а Л d sin 'O' д
=  cos "O' ——-----

ах а/г А аф
d . a cos ft d

---- =  sin ft------- 1—  ---------
dy dn, . A acp

Подействуем оператором d / д/г из формулы (34) на первое из уравнений 
(5) и результат приравняем второму: после скалярного умножения на 
ym(s, ф) получим

dam
ds

00

ho
Ъга —  к  (Ctmn  ~Ь ^ m n ) a n "f" фтп^п* (35)

71=0

Построив при помощи формул (34) и (5) функцию Д/г, прибавив к по­
следней к2и и приравняв сумму нулю, после скалярного умножения полу­
чившегося тождества на pm(s, ф) получим

dbm
ds

— I
к2a2 
ho

CO

(ch2a —  Em2) am =  i({3mn “t"V mn)an (n 77in Утл) bn-
71=0

(36)
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Матричные элементы здесь таковы:

1
&mn

к (У т i У  ns ) s ,  Рт п =  к а {

1
( y ^ q

д /C O S '»  \ д
Y n m -  k бф \  h  Уп) бф

1 /
* д / s in #  \ • д

Vm n=T \ Ут у У дц> 1 h Ч ~ бф
/ cos tl \  \
п г Ч / ’

sin #  
~ h ~  
cos#

пт -Т<
1 /  г sin Ф — q cos 'O’

h
Г \  ' _  a /

Упъ^Ут j ,  P?nn— ~~fc\ У т ^ У
”) •

( 3 7 )

Уравнения для нулевого приближения имеют вид 
damo

dbтО

ds
.2

гН к  { d m m  “f~ fimm) й т о  i  Ц тт^ Ь т О — 9,

ds
i k  ( c h , 2 О  £ ? п 2)  4 “  Pmm +  V m m |  # m 0  “f "  к  ( t t m m  Утт) Ьт о —  0 .

(38)

Подставив в уравнения (38) параметры сечения из формулы (28), полу­
чим

ddmO
~ d s  ........................... /Л.......... \  Y \  1 +

<‘ +  * + W  /  «= + ?> '

, . /  1 / a2'+ p Y  \ 1/2 \
к(о.т т  ”Ь t’mm) ЦтО Ь \ ~1 I Ьто —  0,

ds (\ (1 +  а*)(о?+рУ)з \ рУ

+  Pmm +  Vm m  ^ <ЬпО "Ь к ( & т т  — У т т )  Ьто =  0.

-  w ) +

(38a)

Уравнения (19), (19а) и (38), (38а) можно решать, например, находя 
их ВКБ-решения (см. [8J), а более высокие приближения можно отыски­
вать, как это делается в работе [1], подстановкой нулевых решений в пра­
вые части уравнений.

В заключение следует отметить некоторые особенности предложенных 
модификаций метода поперечных сечений. Так, в случае, когда стенки 
волновода определяются трактрисами (Л =  0), согласно уравнениям для 
нулевых приближений, набег фазы при распространении нормальных воли 
в нулевом приближении меньше, чем в каком-либо другом случае. Условие 
применимости нулевых приближений в случае цилиндрических сечений 
состоит в малости кривизны стенки волновода.

В случае эллиптических сечений условие применимости нулевых при­
ближений состоит в малости d /  d s(а2 +  fiY) — производной от параметра, 
постоянного в том случае, когда стенки волповода определяются гипербо­
лами. Малость этих параметров подразумевается в том смысле, что по сте­
пеням их происходит разложение решения бесконечной системы диффе­
ренциальных уравнений.

В заключение автор выражает благодарность Б. 3. Каценеленбауму за 
обсуждение результатов и Л. М. Бреховских за постоянный интерес и 
внимание к работе.
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