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СФЕРИЧЕСКИХ ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЕЙ 
СО СМЕШАННЫМИ ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ

3 1 .  И . К а р п о в е к и й , В . Г . Л о з о в и к , И . О б о з и е н к о ,
В . ZZ. П угач

Определяется коэффициент направленности и коэффициент осевой 
концентрации «пульсирующей» и  «осциллирующей» сферы, часть по
верхности которой является мягкой.

В работе [1] развит вариационный метод определения поля сфериче
ского преобразователя со смешанными условиями на его границах. Ниже 
приводится результат вычислений коэффициента направленности и коэф
фициента концентрации для некоторых частных случаев сферы со смешан
ными краевыми условиями. Вычисления производились при помощи ЦВМ 
«Минск-2». Как и в работе [1], рассматривается сфера радиуса г, центр 
которой находится в начале сферической системы координат р, ft, <р, где 
ft, ( 0 ^ 0 ^  я) — полярный угол, «ср, (—я ^  ср ^  я) — азимут. Часть по
верхности сферы, соответствующая полярному углу ft <  т, является аку
стически мягкой, на остальной части поверхности задается колебательная 
скорость V 0 (О).

Таким образом, в рассматриваемом случае потенциал скорости вне сфе
ры Ф (р, ft) не зависит от ф и удовлетворяет уравнению

со
ДФ +  к 2 Ф =  0, к  =

с

;нри граничных условиях на поверхности сферы
д Ф

Ф(г, ft) =  0, ft >  т; —

Im к  =  0 (1)

д г
F jV(ft), т ^ f t  ^  я  (2)

>= г

и обычным условиям излучения, при временном множителе е  , что соот
ветствует работе [1], в частном случае

U (ft, ф) =  0, а =  я; р =  т; у = щ  т  =  0. (3)
Согласно работе [1], приближенное решение краевой задачи вне сферы 

в частном случае (3) можно представить в виде *
п

Ф п (р ,# )=  у 1, A y h y  (fcp) Ру (cos ft), (4)
v = 0

* В формуле (7) работы [1] доиущена опечатка. Вторая строчка этой формулы 
.должна выглядеть так:

я

2 J  cos лир d (р J  U (ср, ft)Pv ^(cos ft)sin ft dft +
0

+ 2 j* cos mcp dcp J  U (q>, ft)Pvm) (cos ft) sin ft dft

a
Поскольку всюду в работе [1] имелась в виду правильная запись формулы (7), 

это не повлияло на последующие результаты работы.
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где Av(Ap) — сферическая ганкелева функция первого рода v-ro порядка; 
Л  (cos Ф) — полипом Лежандра v-ro порядка, п  =  0,1,2, 3 . . .  .

Коэффициенты А п определяются системой линейных уравнений тг-го по
рядка, которая, согласно работе [1], при условии (3) принимает вид

где
Е A vCyv ' =  k v v ' (  т) й V  (к г ) , У

Я

v  V» (т) =  — 2л J  V N (ф) • P v  (cos ■O’) sin Ф dd,

(6)

Cv ” =  2 n k 2[ 26vv' . ,
COS X

2v +  l
hy ( k r )  h v / ( k r ) ^ ( k r )  J  P v ( x ) P v ' ( x ) d x  j ,

T)vv/(Ar) =  h v( k r ) h ^ ( k r )  —  K '  ( k r )  h v/  ( k r ) ,

О, при v =7*= v'
(7)

£vv' — символ Кроиекера, т. e. 6VV' =  |  ’ при V= V
В этих выражениях h \ . ( k r )  означает производную функции Ганкеля по 

аргументу, а черта сверху — комплексно сопряженное значение.
Решение системы (5) легко может быть получено для случая больших 

к г .  Обозначим
h v i ( k r ) =  — i \ h y ' ( k r )  |exp[icpV'(fer)], h ' ^ ( k r ) =  i \ h ^ ( k r )  |exp[iqv(/cr)],

(8)
Согласно работе [2], при k r  :§> 1

| h v-(k r )  | =  | h v- ( k r )  | »  A - , (pv '(k r )  =  <pv- (k r )  —  — ; q v (k r )  «  k r  —  — .
k r

При этом, согласно формуле (7), 

Tlvv/ ( k r )  «s 0, cvv' »  {
0,

2 1
2v +  1 ( k r )

при v Ф  v '

при V =  V .

(9)

(10)

Подставляя выражение (10) в формулу (5), находим асимптотические 
значения коэффициентов А ч при kr^> 1:

Q I Л

A y  =  —  k r e ~ ihr — t---- Р f V N  (-0 ) P v (cos '&) sin# <Wh. (11)
2 к  J

X

При небольших значениях k r  матрица коэффициентов с /  не вырожда
ется в диагональную и решение системы (5) связано с проведением гро
моздких вычислений. Эти вычисления проведены нами для случая, когда 
колебательная скорость заданная на части поверхности сферы т ^
^  *&• ^  л, представляется в виде

У«(0) =  Уо =  const,

У, (О) =  Уо cos О,

т ^  •& ^  л, (12)

т ^  •в’ ^  л. (13)
или
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Преобразователь при условии (12) ( N  =  0) назовем пульсирующей сферой 
с мягким экраном; при условии (13) ( N  =  1) — осциллирующей сферой с 
мягким экраном или сокращенно соответственно «пульсирующей» или 
«осциллирующей» сферой.

Коэффициент направленности

■ ы #> = max | Ф„ (р, О) |
а

(14)

согласно формуле (4) и асимптотическим значениям ганкелевых функций
(8) и (9) для /ф >> 1, равен

п

I ^ ^ A v i~vP v { Cos'S) |
v = 0

S N {*) = /15)
,  ~ »

max J yX4v^-vPv (cos Ф)
y = 0

где N  —  0. соответствует граничному условию (12), a N = l —  усло
вию (13).

Коэффициенты A Vi v =  0, 1, . . .  n ,  согласно формуле (5), и значения 
S N('&), согласно формуле (15), вычислялись для «пульсирующей» и «ос-
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Фиг. 4

Фиг. 5 Фиг. 6

циллирующей» сферы при различных значениях к г  и т. Величина относи
тельной среднеквадратичной ошибки [1] в определенпи потенциала скоро
сти (4) не превышала 0,01 -г- 0,04, что обеспечивалось выбором значения п  
от 2 до 6 в зависимости от т и к г .

На фиг. 1 и 2 приведены значения коэффициентов направленности 
«пульсирующей» S Q( b )  и «осциллирующей» Si (О) сфер при различных 
значениях к г  и т, указанных на графиках. На фиг, 3 приведены значения 
So(0) (штриховые кривые) и значения коэффициента направленности 
S0' (О) (сплошные липпн) пульсирующей сферы с жестким экраном; в пос
леднем случае краевые условия на поверхности сферы задавались в впде

=  0 при 0 < т
р=>*

=  V Q =  const при т ^  О ^  я.
р=г

При небольших значениях к г  направленность сферы в мягком экране 
превышает при прочих равных условиях направленность сферы в жестком 
экране. Это различие уменьшается с ростом к г .  Можно показать, что при 
к г  1 и п  -*• оо S K (#) S N' (#).
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Для определения коэффициента осевой концентрации сферы со смешан
ными граничными условиями воспользуемся известным соотношением

Йлг =  2 /  J  *S'A.2(i<))sin O‘rfO.
и

(17)

Подставляя выражение (15) в формулу (17), получаем
С п 2 +  А»2

Q N (18)
dv2 +  by-

где
^  2v +  l
v==0

ал  =  ReЛу, by =  1тЛ у,

/г

( I ) 4 [a2vP2v(a;o) +  &2vH /^ v-h (#0) 1

п

D n  —  ( —  1 ) '  \ b l \ P 2v(^o) —  «2v+l Р 2v+l (#о ) ]
v—О

(19)

(20)

а велична х п =  cos 0„ соответствует углу О0, при котором SjV(Oo) достигает 
максимума. Для значений к г  <  2л и т >  90° угол 0о равен 180°; при этом 
x Q =  —1.

Значения QlV для «пульсирующей» сферы (N  =  0), вычисленные соглас
но (18) при различных значениях к г  и т, приведены на фиг. 4. На фиг. 5 
приведены значения Q0 для «пульсирующей» и для «осциллирующей» 
сфер с мягким экраном и значения Й0'  и Й / для соответствующих сфер с 
жестким экраном с краевыми условиями (16).

При й/*^>1, можно воспользоваться асимптотическим выражением (И ) 
для коэффициентов A v. При этом коэффициенты направленности «пульси
рующей» и «осциллирующей» сфер (15) определяются в таком виде:

( 0, при д < т ;  ( 0, при f t < r
З Д )  =  \  1, при т < д < л ;  ,Vl(0)= | costf, при (21)

Подставляя эти значения S N ( f t )  в формулу (17), получаем соответствую
щие выражения коэффициентов концентрации:

2
Q0 =  — -------- , к г  >  1 (22)

0 . =

1 +  cos т ’ 
6

1 4- cos3 х
/сг>1. (23)

Значения Но и £2,, согласно формулам (22) и (23), приведены на фиг. 6.
При k r < ^  1 коэффициент концентрации «пульсирующей» сферы £20 не 

зависит от т и равен единице. При к г  ^  0,4 коэффициент концентрации Q0 
приближенно можно определять но формуле

Г, 4 , «12 +  &12 — H aobi —  афо)
° ~  +  2(ао2 +  Ьог) +  а\2 +  b iz ’ (24)

где коэффициенты a v =  a v (т, к г ,  /г), 6V =  bv(t, к г ,  п )  можно определять 
согласно (5) и (19) при п  =  1.
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