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РАСПРОСТРАНЕНИЕ НУЛЕВОЙ НОРМАЛЬНОЙ ВОЛНЫ 
В ИЗМЕРИТЕЛЬНОЙ АКУСТИЧЕСКОЙ ТРУБЕ 

СО СТАЛЬНЫМИ СТЕНКАМИ КОНЕЧНОЙ ТОЛЩИНЫ

3. Д . Р езн и к о ва , А . П .  Ш ква р н и ко в

Исследуется зависимость скорости распространения нулевой нор­
мальной волны в акустической измерительной трубе со стальными стен­
ками конечной толщины. Приводятся рассчитанные на ЦВМ зависимости 
скорости распространения нулевой нормальной волны от частоты для 
различных отношений толщины стенок к диаметру трубы.

В настоящей работе исследуется характер распространения нулевой 
осесимметричной нормальной волны в заполненной жидкостью стальной 
трубе. Такого рода трубы широко применяются в акустических измерени­
ях. При этом, как правило, используется нулевая нормальная волна; рас­
пространяющиеся при больших частотах нормальные волны более высо­
кого порядка являются, к данном случае, нежелательными. Для выполне­
ния надежных измерений на акустической трубе необходимо, чтобы воз­
буждаемая в ней нулевая нормальная волна удовлетворяла следующим 
требованиям:

а) скорость распространения нулевой нормальной волны вдоль трубы 
должна быть близкой к скорости распространения звука в жидкости на 
всех частотах рабочего диапазона трубы;

б) изменение звукового давления по сечению трубы в нулевой нормаль­
ной волне должно быть незначительным.

Идеально удовлетворяет перечисленным требованиям нулевая нормаль­
ная волна, распространяющаяся в трубе с абсолютно жесткими стенками. 
Ввиду этого, для акустических измерений используются толстостенные 
стальные трубы.

При конструировании акустической измерительной трубы толщина сте­
нок выбирается, исходя из двух противоречивых требований. С одной сто­
роны стенки трубы должны обладать достаточной акустической жесткостью 
во всем рабочем диапазоне частот, а с другой стороны, исходя из экономи­
ческих и технологических соображений, желательно использовать трубы 
с возможно меньшей толщиной стенок.

Проблема оптимального выбора параметров при конструировании аку­
стической измерительной трубы рассматривается в работе [1].

В работе [1] сделано допущение о том, что реакция стенок стальной 
трубы носит чисто импеданцный характер. На основании этого допущения 
проведен расчет зависимости от частоты скорости распространения аку­
стической волны по трубе и даны рекомендации по выбору параметров аку­
стической измерительной трубы. Ниже будет показано, что используемая 
в работе [1] модель реакции стенок трубы дает хорошие результаты на 
частотах ниже резонансной частоты стенок для стальных труб с малым от­
ношением толщины стенок к внешнему диаметру,

В работе [2] проведены расчеты зависимости скорости первых нормаль­
ных волн от частоты для стальной трубы, заполненной жидкостью. Здесь
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учтены волновые явления в стейках трубы. Однако решение дисперсионно­
го уравнения выполнено приближенно, в результате чего упущена зависи­
мость скорости нулевой нормальной волны от частоты (при сделанных уп­
рощениях получается, что нулевая нормальная волна распространяется 
с постоянной скоростью, равной скорости звука в жидкости).

При конструировании акустических измерительных труб весьма важно 
иметь правильное представление о характере используемой в акустических 
измерениях пулевой нормальной волны. Имея ото в виду, рассмотрим за­
дачу о колебании столба жидкости, заключенного в бесконечную цилинд­
рическую трубу с упругими стенками. Внешний радиус трубы обозначим Ь, 
внутренний — а. Задачу будем решать в цилиндрической системе коорди­
нат, выбранной таким образом, чтобы ось z совпадала с осью трубы. Будем 
считать, что в трубе могут возбуждаться только осесимметричные нор­
мальные волны; поэтому все компоненты акустического ноля зависят толь­
ко от осевой координаты z и радиальной координаты г.

Обозначим акустическое смещение в стенках трубы в радиальном на­
правлении и, а в осевом направлении — w} и разобьем общее смещение на 
две части: смещение, обусловленное деформациями сжатия, и смещение, 
обусловленное сдвиговыми деформациями; а =  и{ +  и2, w =  wx +  w2, где 
Hi и wx — сдвиговые компоненты смещения, и2 и w2 — компоненты сжатия.

Введем векторный потепциал акустического поля х¥ и скалярный потен­
циал Ф, которые связаны с компонентами смещений следующим образом:

1 д'¥и, л = dz Wi =  т дг и2 =
дФ
дг w 2 =

ЭФ
dz (1 )

Будем считать, что возбуждаемое в трубе поле гармонически зависит от 
времени, причем характер этой зависимости определяется множителем 
ешу где со — круговая частота.

Уравнения движения стенок трубы можно написать, используя скаляр­
ный и векторный потенциалы, в следующем виде:

P V  1 дЧГ д2У  
~ d ? r ~ - 7 ' W  +  - d J -  +  kt

дгФ . 1 дФ с7‘Ф
Ж + 7 1 Г  +  1 ? -  +  й' ф  =  0'

(2)
где к, — волновое число сдвиговых волн в материале стенок трубы, к, — 
волновое число волн сжатия. Решение уравнений (2) будем искать в виде

V  =  гЧЧОе-**, Ф =  Ф (г) e~ihz. (3)
Множитель еш далее опускается. Подставляя выражения (3) в формулу
(2) получаем систему обыкновенных дифференциальных уравнений отно­
сительно функций (г) и Ф (г):

d * r  , 1 d T
dr2 +  г dr (к2 -  к,2) +

1 - Г  =  0;

(4 )

Решение уравнений (4) выражается через цилиндрические функции мни­
мого аргумента; *¥ =  C JX (ftr) +  С2КХ (ft г ) ; ф  =  CJo(ar) +  С^К0(аг).
Здесь р =  у/с2 — А*2; а =  ~\/к2 — &,2; Си С2, С3, С4 — константы, подлежащие 
определению из граничных условий.

Учитывая выражение (3), векторный и скалярный потенциалы можно 
представить в следующем виде:

х¥ =  г [ С М М  +  С А (Р г) ]«"**, Ф =  [Сз/о (ar) +  CiK0(ar)]e~ihl. (5)
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Отметим, что компоненты тензора напряжений выражаются через потен­
циал следующим образом:

о гг =  ц [(2 * (
дчь

ki2) Ф +  2 - ~ г  +  2
д ( 1 dW
дг dz

о22 =  (X (2 к, « Ф + 2 ^ - 2
д ( I  д'Р
dz дг

дЧ> 2 д2х¥  V
drdz г dz2 г

Перейдем теперь к определению акустического поля в жидкости. Обозна­
чим потенциал звуковых волн в жидкости через Фь Уравнение движения 
жидкости имеет вид:

дЩ)1 1 дф1 
дг2 +  г дг = 0.

Здесь к„ — волновое число звуковых волн в жидкости. Решение уравнения
(7) будем искать в виде

Ф,(г; z) =  соФ,(г)е-,7,г.
Подставляя выражение (8) в формулу (7), мы получаем обыкновенное 
дифференциальное уравнение относительно функции Ф,:

dr- + 1 dr — (к2 — к02) Фх= 0 .

Общее решение этого уравнения, удовлетворяющее условию ограниченно­
сти при г =  0 выражается через цилиндрическую функцию мнимого аргу­
мента при к  >  ко и через цилиндрическую функцию Бесселя нулевого по­
рядка при к <  ко:

с Jo (уг) при к > ко, 
С J o  (у г) при к ■< к о,

где у =  У к '1 — ка2, Сь — произвольная константа. Подставляя (9) в (8), по- 
лучаем для акустического потенциала:

4V  =  Сбсо/0 (yr) e~ifiZ при к >  к0, 
ФА2 =  C5(x)J0 (yr) e~ihz при к <С ко.

В дальнейшем все величины, относящиеся к акустическому полю в воде 
при к >  ко будем отличать сверху индексом 1, а при к <  /с0 — индексом 2.

Звуковое давление Р 1,2 и акустическое смещение в воде tA1*2 выражает­
ся через акустический потенциал следующим образом:

I дфг1'2 
о) дг

Таким образом, общие решения для акустического поля в воде и в стен­
ках трубы содержат пять произвольных констант С,, С2, Си, С*, 65, которые 
должны быть определены из граничных условий при г =  а и при г =  Ь. 
На свободной границе трубы при г =  b необходимо потребовать обращения 
в нуль компонент тензора напряжений

о гг(Ь) =  0, ozz(b) =  0. ( 12а)

На внутренней поверхности трубы при г —  а должны быть выполнены 
следующие условия:

о гг(а) =  Р 1,г(а) ; о Г1(а) =  0; 17(a) =  U ^ ( a ) .  (126)
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Граничные условия (12а) и (126) дают линейную однородную систему 
алгебраических уравнений относительно произвольных постоянных Ch Сг, 
С$, Сч, С5.

Как известно, такая система может иметь отличное от нуля решение 
только в том случае, если ее определитель обращается в нуль. Условие 
обращения в нуль определителя системы является дисперсионным урав­
нением для нормальных воли, распространяющихся в рассматриваемом 
волноводе. Дисперсионное уравнение можно паписать в следующем виде:

i<\ (р«)

F t  ( Щ  
Fb (ра)
Чь $Ь)

— м  1 ( N

^2 (М  F, (аа) 
Ft №  Fs (ub) 
1' с (Р«) F- (аа) 

_/e(pft) F7 (ub) 
к К  | (Pa) a h  (аа)

F* (аа) / х
F4 (<ib) 0 
F 8(аа) 0 
F» (ub) 0 

— aKy(aa) / ,

=  0, (13)

где

F 1 (x ) =  — k P7„ (x) —- j / i  (x) ; F., (x) =  k

F 3 (*) =

F a (x) =

1
ft* -  у  ft,2 ) /о  (^)

1

_

£
а-

p - ~ V ) * o ( * ) +  х

P^o (*) +  I -  A'l (ft) 

/1 (*) I ;

h\ (X)
~  —

Fb( x ) = -  ( f c -  y A r j A (7 ; Л (* )  =  -  ( f t* -  y V ) ^ i ( - r ) ;

Л  (*) =  Kci, (*); F. =  - f a f f ,  (x);

/i1 =  - i -  ft,2/o (Y") при /с >  7
Л1

25

/12 =  - y -  ft/V 0 (y«) при ft < f t u;

fz —  — y l  i (уа) при A >  A0, 

/:>2 =  ^Ji(ya) при k  <  A0;

A A ~ а 7; В ~ v с P
=  t  - ;  a  =* -7— ; В =  -7— ; у  =  т ~  ; 6 =  —  •Ал An An An Po

Здесь p — плотность материала стенок трубы, р0 — плотность воды.
Дисперсионное уравнение (13) решалось па ЦВМ «Минск-2». Для рас­

четов были выбраны следующие значения констант: £*=0,20; £*=0,48; 
б =  7,8, что соответствует трубе со стенками, изготовленными из нержа­
веющей стали.

Решепие отыскивалось в диапазоне частот 0 <  со <  а)1ф, где сокР — ча­
стота, начиная с которой по трубе начинает распространяться первая осе­
симметричная нормальная волла. Таким образом, получаемый корень 
дисперсионного уравнения £ соответствовал волновому числу нулевой нор­
мальной волны, отнесенному к волновому числу акустических волн в жид­
кости.

В результате численного решения дисперсионного уравнения были по­
лучены дисперсионные кривые для осесимметричной нулевой нормальной 
волны, распространяющейся в стальных трубах с различным отношением 
толщины стенок к внешнему радиусу.

На фиг. 1—4 приведены зависимости скорости распространения нуле­
вой нормальной волны от безразмерной частоты k0b для труб с различным
8 Акустический журнал. .4% 1 ИЗ



отношенном толщины стенок к внешнему радиусу. Здесь по оси абсцисс 
отложена безразмерная частота к0Ь (к0 — волновое число в воде, Ь — внеш­
ний радиус трубы), но оси ординат — относительная скорость нулевой 
нормальной волны с /  с0 (с — скорость нулевой нормальной в трубе, с0 — 
скорость звука в воде). Сплошные кривые соответствуют численному ре-

с!с%

0,95 

0,90

О 0,0 0,8 1,2 1,6 л9В

Фиг. 1

I

С,
V0

1,00

0,90

О 0,8 1,6 кйВ

Фиг- 2

шению дисперсионного уравнения (3), пунктирные кривые — приближен-
h \ h 1

ной теории (1). Фиг. 1 соответствует случаю-у=  у ,  фиг. 2 -----£ -=  у  »

ь о h  1 v , h  1фиг. о — х  =  -g-и фиг. 4 — — = —9 где h — толщина стенок трубы, b —
внешний радиус.

Анализируя кривые, приведенные па фигурах можно сделать следую­
щие выводы. Скорость распространения нулевой нормальной волны 
в трубе с жесткими стенками слабо зависит от частоты на низких часто­

114



1
тах. причем эта зависимость хорошо описывается приближенной теорией
(1). По мере приближения к частоте резонанса стенок трубы увеличива­
ется расхождение точной и приближенной теорий. Скорость нормальной 
волны на резонансной частоте имеет минимум, глубина которого увели­
чивается с уменьшением отношения толщины стенок к внешнему радиусу. 
На частотах выше резонансной частоты стенок трубы скорость пулевой 
нормальной волны возрастает с ростом частоты, ассимптотически при­
ближаясь к скорости звука в воде.

Из выражения (9) для акустического потенциала в жидкости следует, 
что профиль распространяющейся вдоль трубы нулевой нормальной вол­
ны, вообще говоря, не является плоским, причем степень искривления 
профиля тем сильнее, чем больше скорость распространения нулевой нор­
мальной волны отличается от скорости звука.

На фиг. 5 изображены профили пулевой нормальной волны для труб 
с различным отношением толщины стенок к внешнему радиусу. Для каж­
дой трубы профиль рассчитывался на частоте, соответствующей мини­
мальному значению скорости распространения' нулевой нормальной 
волны.

По оси абсцисс па фиг. 5 отложено относительное расстояние от цент­
ра цилиндра г /а  (г — расстояние от центра цилиндра, а — внутренний 
радиус цилиндра); по оси ординат — отношение р / ро, где р — звуковое 
давление на заданном расстоянии от центра цилиндра, р0 — звуковое дав­
ление в центре при г =  0. Кривая 1 соответствует случаю

h 1 9 h _  1 9 h _  1 h _  1
b ~  2 ’ Ъ ~  3 ’ и b ~  6 ’ Ь ~  9 ’
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