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ЗВУКОВОЕ ПОЛЕ В ФОКАЛЬНОЙ ОБЛАСТИ ОДНОРОДНЫХ
СФЕРИЧЕСКИХ ЛИНЗ

И .  I I .  К а н е в с к и й ,  Б .  С. С у р и к о в

Исследовано распределение звукового давлении н колебательной ско
рости вдоль главных осей однородных сферических линз, обладающих 
фазовой аберрацией. В предположении близости волновых сопротивле
ний среды и материала линзы н малости угла раскрытия сходящегося 
волнового фронта, оправданном в практически интересных случаях, полу
чены выражения для распределения звукового давления в виде быстро 
сходящихся рядов, содержащих табулированные функции. Вычислен 
коэффициент усиления звукового давления в зависимости от величины 
фазовой аберрации. Установлено существование предельного значения 
коэффициента усиления, обусловленного фазовой аберрацией.

Акустические линзы замкнутой сферической формы с постоянным пока
зателем преломления, рассмотренные в работе | 1], обладают фазовой абер
рацией, которая вызывает изменение распределения звукового поля в 
фокальной области по сравнению с идеальной безаберрационпой линзой. 
Это, в свою очередь, приводит к уменьшению коэффициентов усиления дав
ления и скорости, под которыми понимаются отношения: К р=  |р(0) | / р0, 
Kv =  117 (0) 11 Vo, где |р (0) |  и \v(0)\ — модули амплитуд звукового дав
ления и колебательной скорости в фокусе линзы, р0 и v0 — амплитуды зву
кового давления и колебательной скорости па оси сходящегося волнового 
фронта, на сфере сравнения. Ниже исследуются распределения давления и 
скорости в фокальной области однородных сферических линз и проводится 
расчет коэффициентов усиления в предположении произвольной величины 
фазовой аберрации.

Предположим, что волновые сопротивления среды и материала линзы 
близки, и ограничимся рассмотрением малых углов раскрытия сходящегося 
волнового фронта, когда sin 0,„ ^  0,„. Оба эти предположения оправданы, 
поскольку, согласно работе [1], максимальный угол раскрытия 0,„ ^  45°, 
а согласно работе [2J, волновое сопротивление материала CF2CFC1, наи
более подходящего для однородных линз, работающих в воде, всего на 5% 
отличается от волнового сопротивления среды. Таким образом, в нервом 
приближении можно не учитывать отражения энергии на границе раздела 
линзы со средой и не рассматривать неравномерность распределения ампли
туды на волновом фронте. 13 этом случае выражения для распределения 
звукового давления и колебательной скорости в фокальной области совпа
дают и принимают вид [3] 0 m

—  =  —  =  kfeih> f • е~Лг со“ (Ат0) 0 <20, (1)
Ро Vo J

где к =  2пп /  А0 — волновое число в материале линзы, п — показатель пре
ломления материала, Я0 — длина звуковой волны в среде, /  — радиус сферы 
сравнения, относительно которой отсчитывается фазовая аберрация <р(0), 
0 — полярный угол, z п г — цилиндрические координаты точки наблюдения,
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причем 2 отсчитывается от фокуса, находящегося на поверхности линзы, 
вдоль ее акустической оси *, а г — перпендикулярно к оси. Согласно работе
[2], /  =  Н]/2 (Н — радиус линзы), а фазовая аберрация с погрешностью, 
нс большей 5%, может быть представлена в виде <р(0) =/с„/?[(2 — / г ) 02 —  

04 I
— —  I . Если показатель преломления имеет оптимальное значение

Монт =  2 — 0W2 / 2, при котором среднеквадратичная фазовая аберрация 
достигает минимума, то выражение для ф(0) принимает вид/  02 ‘  04 \
ф(0) =  4р I — ----), где р =  к0Нвт118. Величина (5 имеет простой

\ и т 0 ,ц /
физический смысл — это максимальное значение фазовой аберрации на 
сходящемся волновом фронте, которое достигается при 0 =  0да / У2. Поло
жим cos 0 ^  1 — 0" / 2, обозначим w =  Ar0w, v =  Az0m2/ 2, и введем новую 
переменную I =  0::/  0т2. 'Тогда выражение (I) можно представить в сле
дующем виде:

1
Р 1 г
— =  — /с/ет2е‘"<'-) J e u^ ' - ' ) . e MJ „ (w y t )d t .  
Ро 2 „

(2)

Полагая в выражении (2) [3 =  0, w — 0, v — 0 и беря модуль, получим 
К„ — kfQ,,,2 / 2, что совпадает с известным выражением для коэффициента 
усиления сферического волнового фронта при малом угле раскрытия, полу
ченным в работе [3]. Учитывая последнее соотношение, представим выра
жение (2) в виде

—  =  Koe‘kV-I>A(w,v, р), (3)
Р огде

A(w, v, р ) =  J . eMJ0(w1t)dt. (4)

Получим теперь распределение акустического давления в фокальной 
плоскости линзы. Для этого положим в выражениях (3) и (4) р =  0 и вы
числим интеграл

1
A ^ w ,  р) =  J  J„(wyi)dl. (5)

О

Представив подынтегральные сомножители в виде разложения в ряд ио сте
пеням t, перемножив ряды и произведя почленное интегрирование, обозна
чив (q)m =  Г(# +  ni) /  Г(<7), получим следующее представление для функ
ции Аф(и>, Р) в виде ряда:

(4»Р)*п! ( п + 1 ) т ( - W 2/4 )
т

^  (2r a + l ) ! ^ J  (2« +  2),„(1 )п=0 и/ — Л
• г

III 7П\

оо

=  У -La (2
л = 0

М ) " п 1  F г  п +  1, - W 2/ 4  

(2п +  1)! 1 12п +  2 1 ] (6)

г  Г а, х I
В этом выражении у   ̂ у J _  0^°^ще,,ная гипергеометрическая функ

ция второго порядка второго класса [4]. Найдем для нее рекуррентное
* Поскольку линза представляет собой шар, ее акустическая ось направлена 

вдоль радиуса, совпадающего с направлением падающей плоской волны.
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соотношение, позволяющее свести гипергеометрическую функцию к более 
простым функциям. I (родифференцировав по х  произведения x vиР2 и F2i

d
и исключив производную "^7 xF,Г “ • * 1

L Y* — 1, Yz J
получим

а - 1  1 -
Lyi, Yi- J a L Yi — 1, Y2 J a  L yu y2 J

(7)
Согласно выражению (6), параметры гипергеометрической функции цело
численны: a  +  1 =  н +  1, Yi =  2л +  2, =  1. Поэтому последовательное
применение соотношения (7) позволяет выразить гипергеометрические 
функции 1F2 в  виде линейной комбинации функций A P(w), которые табу
лированы [5]:

г 1, — мг/4 т г — ur/4 1
Л  , , , =  =  2рГ(р +  l ) JP(w)/wp =  Ap(w) .L р -J- 1 , 1  J i. p -j- 1  ̂g ̂

Из формул (3), (5) и (8) получим окончательное выражение для распреде
ления звукового давления в фокальной плоскости:

Р_
Ро

=  K„eik'  J V
(4гр)"

п\
a„(w), (9)

1 = 0

где
( - 1  )кСп'

Й = 0
(Л +  Л +  1) A,l+ft+I(u;). (10)

При (3 ->-(), когда фазовая аберрация исчезает (это соответствует очень 
малому углу раскрытия сходящегося волнового фронта), распределение 
р /  ро описывается функцией Иф(ы;, 0) = 2 Jt(w) I ю, которая совпадает с 
функцией распределения в фокальной плоскости слабосходящегося волно
вого фронта. *

При (3 =7^0 ряд (9) сходится достаточно быстро, и для значений |3 ^  2, 
представляющих практический интерес, первые четыре члена ряда обеспе
чивают погрешность не более 10 %.

На фиг. 1 приведены два распределения \р\/ \р\  шах» рассчитанные с по 
мощью парных четырех членов ряда (9):

Р_
Ро

Г ч 32 в3 I=  ^oe'',̂ a u(w) +  4iPa1(w) —8p2a2(u;)-----—  a3( w )  j ,

где, согласно формуле (10),
1 1

a0(w) =  A, (w) ,  а,(и;) =  — Л,(г<;)----- - A « ( w ) ,

1 2 1 
(w) =  —  Л3 (u>)----— A,, (w) +  — A,(w),

4 о
1 3  3 1

a3(w) =  —  A , ( w ) — —  Ab(w) +  - A6(w) — — A , ( w ) .
4 о b 7

Кривая 1 соответствует [3 =  1,55, кривая2 — (3 =  1.02, пунктирная кривая# 
соответствует [3 =  0 и изображает распределение звукового давления в фо
кальной плоскости сферического волнового фронта с малым углом раскры
тия. Из сравнения кривых мы видим, что влияние фазовой аберрации 
сказывается, в основном, на расширении побочного максимума и возраста-

Такис фронты создают длиннофокусные фокусирующие системы.
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лии его уровня; форма центрального дифракционного максимума при ма
лых аберрациях практически но меняется.

Рассчитаем теперь распределение звукового давления вдоль акусти
ческой оси линзы. Для этого положим в формулах (3) и (4) и;р= 0:

±  =  Kae ^ A ^ v , \ i ) .  (11)
Ро

1
A.(v,  р ) =  J e«W(t-o .eMd t

0
Представив подынтегральные сомножители в виде разложения в ряд по сте
пеням перемножив ряды и произведя их почленное интегрирование, 
после необходимых преобразований получим

( Щ ) пп\ 
(2п +  1)!

со£
»1 = 0

( г а + 1)„, (iv)m 
(2г е + 2)„, т\

Учитывая, что последняя сумма представляет вырожденную гипергеометри- 
ческую функцию Ф(а, у, х),  и используя справедливое для нее соотноше
ние [6]

•'•(1 )= Г (Г П Г  ( т ) ; ‘ ‘ ф( т + ^ 1+2v' 2“ )-
получим следующее выражение для распределения звукового давления 
вдоль оси линзы:

со

р _ K c u k , - ^ tn y  W ‘n '- , ( v \
Р о ~ Кое  i j l t o  +  D! А"+,/г1 т ) -II=0

В случае достаточно малых углов раскрытия 0,», когда р 
лы (12) следует, что

(12)

0, из форму

ле. 2
Аа(у,0) =  Лу2 ( - у )  =

sin т

kzQ, 2
(13)

ш

Это выражение совпадает с выражением для распределения звукового дав
ления по оси сферического волнового фронта, приведенным в работе [7], 
если в формуле (7г) этой работы считать т =  0, 1 — cos 0,* «  0W2 /  2.

При р =7̂= 0 ряд (12) сходится достаточно быстро: для значений р ^  2 
первые 4 члена разложения обеспечивают погрешность не более 12%. На 
фиг. 2 изображены два распределения |р | /  |/;| шах, рассчитанные с помощью 
первых 4 членов ряда (12) :

Кривая 1 соответствует р =  1,55, кривая 2 — р =  1,02, кривая 3 построена 
по формуле (13) и соответствует р =  0. Как видно из графиков, при нали
чии фазовой аберрации отсутствуют нулевые значения звукового давления 
на оси линзы, расширяется главный максимум и возрастают побочные 
максимумы в распределении давления.
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Вычислим теперь коэффициент усиления давления и скорости однород
ной сферической линзы. Полагая в выражении (6) w =  0 и проводя пре
образование ряда, подставляя его в формулу (3) при v =  0 и беря модуль, 
получим

АГ =  ^ 1 / ^ - [ С 2(Р) +  ^ ( Р ) ] ,  (14)

где С(Р) и 5(Р) — интегралы Френеля. Таким образом, коэффициент уси
ления линзы представлен в виде произведения двух сомножителей, один из 
которых равен коэффициенту усиления безаберрационного волнового фрон
та, а второй учитывает влияние фазовой аберрации. Зависимость К  /  К0 от 
£ показана на фиг. 3 сплошной линией 1.

Фиг. 1 Фиг. 2

Формула (14) позволяет оценить точность критерия среднеквадратич
ной фазовой аберрации, использованного в работе f l j .  Указанный критерий 
связывает средний квадрат фазовой аберрации со снижением интенсивно
сти /  звукового поля в фокусе согласно соотношению

где /0 — интенсивность в фокусе сферического волнового фронта с углом 
раскрытия 0,л. Отсюда следует приближенное выражение для коэффициен
та усиления давления:

K = K\ i - k ) -  - (15>
На фиг. 3 прерывистой линией 2 показана зависимость К  /  К 0 от р, по
строенная по формуле (15). При р ^  2,2, когда падение коэффициента 
усиления не превышает 20%, расхождение между точной кривой 1 и при
ближенной кривой 2 составляет не более 3%, так что в практически инте
ресных случаях можно пользоваться критерием среднеквадратичной фазо
вой аберрации и связанной с ним простой формулой (15).

Сравним полученные результаты с известными результатами работ 
[8, 9] по расчету коэффициента усиления осесимметричных волновых 
фронтов, обладающих фазовой аберрацией вида <р(/) =  р£а, где (5 — макси
мальное значение фазовой аберрации на краю волнового фронта при t =  1 , 
я — порядок аберрации. Для квадратичной аберрации, когда 5 =  2, из ра
боты [9] (формула (27)) следует, что

К  _  sin Р/2
; к ,  ~  р/2

251



Зависимость, рассчитанная по формуле (16), показана на фиг. 3 штрих- 
пунктирной кривой 3, и для значений р ^  4.с погрешностью до 4% совпа
дает с зависимостью К  /  К0 от р, даваемой формулой (14). Для аберрации
4-го порядка (s =  4) величина К / К0у как показано в работах |8 и 9], рас
считывается но формуле, совпадающей с формулой (14) настоящей работы. 
Напомним, что формула (14) получена для случая, когда имеется аберра
ция 2-го и 4-го порядков одновременно: <р(£) =  4р (/2 — С). Если аберрация 
имеет 3-й или 5-й порядок, то из графиков, приведенных в работе [9], 
можно заключить, что в этих случаях величина К / К0 с погрешностью не 
хуже 2% описывается приближенно]! формулой (15), если р ^  2.

Фиг. 3 Фиг. 4

Из приведенных сравнительных данных вытекает вывод о том, что при 
малых фазовых аберрациях вызываемое ими уменьшение коэффициента 
усиления практически не зависит от вида фазовой аберрации, а определяет
ся только ее максимальным значением на сходящемся волновом фронте.

Интересно отметить одно важное обстоятельство, связанное с наличием 
фазовой аберрации у однородных сферических линз. Учитывая, что

4/2  дгр , из формулы (14) получим

l£Q 2
—  =  4уяр[Сг(Ю + Яг(Р)].

Из графика зависимости КОтг / п от р, построенной по формуле (17) на 
фиг. 4, видно, что при Р =  3,2 достигается максимум К0,пг /  п =  11,1. Сле
довательно, для фиксированного угла раскрытия сходящегося волнового 
фронта 0„, существует предельный коэффициент усиления однородной сфе
рической линзы

Учитывая, что р =  л (D /  Л0)0„,4 / 8 =  3.2, где D — диаметр линзы, ).0 — дли
на волны в среде, представим формулу (18) в виде

Карся =  3,9 тг/D  / Яо. 4 (19)
Значение предельного коэффициента усиления обусловлено существова
нием фазовой аберрации. Как следует из формулы (18), чем меньше угол 
раскрытия волнового фронта 0,„, тем больше значение К иред. При 0т ->- О 
величина К  пред— Э т о т  на первый взгляд неожиданный результат об
условлен тем обстоятельством, что предельное значение коэффициента уси
ления получено при фиксированном значении р =  3,2, так что D /  А* =
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=  8,15 / О,,,4, и при 0„, —>- 0 величина (D /  л0) оо. Согласно формуле (19), 
величина Кирел-*- оо, так как ̂ ограниченно возрастает диаметр линзы D 
или неограниченно убывает длина волны /.0. Следовательно, для получения 
предельного коэффициента усиления при уменьшении угла раскрытия вол
нового фронта необходимо увеличивать диаметр линзы или уменьшать дли
ну волны. Для сравнения можно отметить, что максимальный коэффициент 
усиления давления замкнутого сферического волнового фронта с равномер
ным распределением амплитуды пропорционален первой степени D /  ).0.

Авторы выражают благодарность !>. Д. Тартаковскому за ряд ценных 
замечаний, а также Р. В. Метёлкиной за проведение численных расчетов.
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