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Рассматривается задача о колебаниях и излучении звука произ­
вольными оболочками, образующими, вследствие взаимодействии через 
среду, связанную систему. Система интегро-дифференциальных уравне­
ний. к которой сводится задача, решается в общем виде с помощью со­
вокупности вспомогательных функций Грина колебаний оболочек. 
Выражение для поля излучения взаимодействующих оболочек представ­
лено в виде квадратур, куда входят функции Грина уравнения Гельм­
гольца и уравнении колебаппй оболочек. Общие выражения конкрети­
зируются для случая одной и двух оболочек.

Задачу определения поля изучения произвольной упругой оболочки, па 
которую воздействуют внешние силы, с учетом реакции среды можно све­
сти к иптегро-дифференциальному уравнению, описывающему ее динами­
ческое состояние. В некоторых практически важных случаях возникает 
необходимость определения звукового поля, излучаемого несколькими про­
извольно расположенными упругими оболочками, на которые воздействуют

внешние силы, с учетом их взаимодей­
ствия через среду. Такая задача мо­
жет быть сведена к системе интегро- 
дифферепциальпых уравнений, порядок 
которой равен числу рассматриваемых 
оболочек. Решение такой системы пред­
ставляет значительные трудности, в 
связи с чем в литературе задача о свя­
занных колебаниях упругих оболочек 
рассматривалась только в простейшей 
постановке, в частности для двух парал­
лельно расположенных пластин |Т, 2]. 
Ниже строится в замкнутом виде реше­
ние задачи о связанных колебаниях и 
излучении звука системой произволь­

ных оболочек. При этом в общем виде разрешается система интегро-диф­
ференциальных уравнении.

Рассмотрим N упругих гладких оболочек, произвольно расположенных 
в пространстве (см. фигуру). Акустические параметры сред внутри обо­
лочек различаются между собой и отличаются от параметров среды, запол­
няющей внешнее пространство. Пусть на каждую оболочку действует рас­
пределенная гармоническая сила Р(у})-е~ш (/ =  1, 2, А), где у; —
координаты поверхности /-й оболочки. Для определения давления в ноле 
излучения оболочек нужно воспользоваться граничными условиями на их 
поверхностях.

Мы ограничимся рассмотрением только тонких оболочек, совершающих 
изгибпые колебания. При этом нормальные составляющие скоростей обеих

|
г(у,)е-ш
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поверхностей оболочек совпадают со скоростью их срединных поверхно­
стей и равны нормальным составляющим колебательных скоростей приле­
гающих точек среды. Используя одночленную формулу Грина, с учетом 
таких граничных условий, выражение для давления во внешнем простран­
стве можно написать в виде

N

р(х0) =  р0са* Y  J w(ys) • С»(хо|yj)dyh
5
i

а в областях, ограниченных оболочками, в виде

р Ы  =  —  Р;Ю2 J « , (yi)<?j(xi |yj)dyj, (/ =  1 , 2 ( 2 )
ei

Здесь х0 и Xj— координаты точек внешнего пространства и объема, ограни­
ченного /-й оболочкой, G0(xo|yj) и Gj(Xj|y^) — функции Грина уравнения 
Гельмгольца для этих же областей при однородных условиях Неймана па 
поверхностях всех оболочек, р0 и р, — плотности сред, заполняющих внеш­
нее пространство и пространство, ограниченное /-й оболочкой, ^  — поверх­
ность этой оболочки. Положительные направления нормалей к срединным 
поверхностям оболочек, их смещений и внешних сил показаны на фигуре. 
Временной множитель здесь и ниже опускается. Смещения оболочек и>(у/) 
являются решением системы иитегро-диффороициальных уравнений:

i rt“’(yj) =  ^(yj) +  ©* f w (y>) |><А (>'jIу /) +  рА ;(у,|у /) ]dy f  +
si

N

+ ^ L J  w(yi)Go(yj|yi)<*yi, (/ =  1 ,2 ,.../V ), (3)
'=*s,’¥=}

где —дифференциальный оператор разрешающего уравнения антисим­
метричных колебаний /-й оболочки. Он предполагается самосопряжен­
ным [3]. Если решения w (у>) этой системы известны, то окончательное ре­
шение исходной задачи представляется в виде квадратур (1) и (2). Раз­
решим эту систему в общем виде.

Для каждой из оболочек рассмотрим функцию Грина Wjj(yi\ у/) ее 
колебаний с учетом реакции среды и взаимодействия с другими оболочка­
ми, определив ее уравнением

M W u i у,|у/) =  б (у, — у /) +  Ы2|  И ^(у/'|у/) [роС0(у,|у/') +
s .

+  рА Ы у/')]<*у"  +  PoOJ2 Y j  { Wr«j(y«|y//)C.(y,|y,)rfy„ (4)

где 6 (yj — у / ) —двумерная дельта-функция. Таким образом И ^(у ,|у /) 
определяет поле смещений /-й оболочки при воздействии на нее в точке у / 
единичной точечной силы. Входящие в уравнение функции Wti(yi\y/)  от­
ражают связь колебаний оболочек через среду и определяют при тех же 
условиях смещение /-й оболочки. В дальнейшем мы будем называть их 
функциями связи. Выразим смещение произвольной /-й оболочки, на кото­
рую действует распределенная сила, через ее функцию Грина. Для этого 
умножим соответственное уравнение системы (3) на И^ДуДу/), а уравпо- 
ние (4) на w(уД, вычтем из первого результата второй и проинтегрируем
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по поверхности у-й оболочки. Применяя теорему Грина, получим*

» (y /)=  J ^ W b (y / |y j)d y j +

N

* *  Е 1 1 G«(yj|y«)P#(yj; Уьу/И уДул
,'=■ s< sil=jb}

(5)

где
Р ц { У й  У  г, у/) =  Ры(у*; у,; у/) |

Л((У/.;у(; у / ) =  h
w(y,); и;(уъ)

! ^ ( у (|у / ) ;^ „ д у„|у /)
Здесь первое слагаемое определяет поле смещений у-й оболочки под дей­
ствием приложенных к ней внешних сил с учетом реакции среды и нали­
чия других оболочек, а второе учитывает вклад в ее колебания сил, воз­
действующих па остальные оболочки. Это слагаемое можно выразить не­
посредственно через эти силы. Для этого умножим уравнение, которому 
удовлетворяет функция И^Ду,|у/):

£(W ,J(y,|y/) =  (0,j’ Wtj(у/1у/) [po'Go(y«|yi,)+  piGi(yi|yi,)]<*yi, +
S.

N

+  p »c o2 £  J Т У м ( у * | у / ) б о  =  ( у | | у » ) < * У 1 . ;  ( /  =  1,.../ —  1,7 +  N )

k=i s

(7)
на w (у,), а выражение (4) при у =  I на И^Ду^у/).  Вычтя первый резуль­
тат из второго, проинтегрировав по поверхности у-й оболочки и применив 
теорему Грина, получим

ро0>2 J J С0(у||у |)Р ,|(уя у,; у /) dy,dyj =  J ̂ (yi) W«(y«|yj)dyi —
ai si S ,

N

— Po©2 ЕЯ Со(у/ЫЛ<(у*; Уr, y / )dyhdyt. (8)
*=‘ s, s„

Просуммировав эти равенства по всем / ф  у, в левой части получим второе 
слагаемое выражения (5). Последнее слагаемое правой части обратится 
в нуль. Это следует из определения (6), согласно которому при к Ф 1  
справедливо соотношение Р и (у*; у,; у/) =  —Л*(у*; уЛ; у /) , а также из сим­
метричности функции Грина уравнения Гельмгольца относительно точек 
источника и наблюдения. Подставляя просуммированное по всем l^=j 
выражение (8) в (5), получим формулу для смещения у-й оболочки, в кото­
рую в явном виде входят внешние силы действующие па все оболочки:

N

w(y/)  =  X j I  (9)
, = 1  8 ,

По структуре каждое слагаемое суммы представляет одночленную форму-
* Если оператор Цй не самосопряженный, то уравнение (4) должно определяться 

для сопряженной краевой задачи, а при получении выражения (5) и далее исполь­
зоваться обобщенная теорема Грина [4].
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лу Грина, определяющую решение неоднородной граничпой задачи через 
соответственные функции Грина.

Для определения функций связи И (̂у*|у/) рассмотрим иную систему 
оболочек, отличающуюся от исходной тем, что в пей некоторые оболочки 
«заторможены», т. е. заменены жесткими экранами, форма которых совпа­
дает с формой их срединных поверхностей при отсутствии колебаний 
На поверхностях «заторможенных» оболочек для ноля давления во внеш­
нем пространстве реализуются однородные граничные условия Неймана. 
Припишем каждой оболочке исходной системы порядковый номер и поло­
жим для определенности, что т оболочек (т <С N)  с номерами и . . .  i,„ 

з̂аторможены». Совокупность этих номеров образует множество R m =  
=  {£,,..., гт}, характеризующее рассматриваемую промежуточную систе­
му. Очевидно, для исходной системы множество 7?0 является пустым. Для 
системы, характеризуемой множеством R„n функции Грина оставшихся
(«незаторможенных») оболочек И^т\у |̂у/) и функции связи 
определяются уравнениями, аналогичными (4) и (7). Объединяя их 
в одно, получим

L {i)W (*m) (у, | у,') = М  (у, -  у/) +  о* W $ m) (у/' | у,') (р,А (у,-1 у/) +
®3

N

+  РА (У з 1уЛ 1 ^ У /+ Р о®2 S  .f (yA|y (') ^ 0 (У,-1 У*) (10)
Л= 1  s k

(/; l ^ R m )
где 6л — символ Кронекера. При 1 =  j  уравнение определяет функцию Гри­
на /-й оболочки, а при /^/ — функцию связи всех «незаторможенных» 
оболочек с l-ii оболочкой, па которую действует точечная сила. Для даль­
нейшего функцию связи необходимо выразить через функции Грина этих 
оболочек, входящих, однако, не в рассматриваемую, а некоторую новую си­
стему взаимодействующих оболочек, отличающуюся от рассматриваемой 
тем, что в ней дополнительно «заторможена» 1-я оболочка, на которую дей­
ствовала сила. Характеризующее эту систему множество имеет вид R m+i =  
=  {йт; I}• Уравнения, которым удовлетворяют новые функции Грина, по­
лучаются из (10) при Z =  / (/ 6 R-r) И замене R m па R„,+l. Умножим одно
из таких уравнений при фиксированном / на 1Г^т\(у,|у|), а уравнение (10) 
W'W> (yj|y/). Вычтем одно из другого и проинтегрируем но поверхно­
сти ;-й оболочки. После применения теоремы Грина и некоторых преобра­
зовании получим

W <*т>
{УАУь)  =

N

X G0 (ijj | >/i) dijj dyt +  p0o)2 2  j  j  w u m) (lh I Hi) X
k=l S/ sk 

л ея т + 2

X (ук | Vj)  • G0 (ijk | !/,) diji di/k, (11)

где R,„+2. =  {Rm+u 'j}- Таким образом, функцию связи (у/|у/) уда-
лось выразить через функцию Грипа возбуждаемой оболочки, на которой 
рассматриваются наведенные колебания, но входящей в новую систему, 
где «заторможено» на одну оболочку больше, и через функцию связи обо­
лочек, входящих в новую систему. В свою очередь, из соотношения (И) 
следует, что эти функции связи можно выразить через функции Грина и 
функции связи оболочек системы, в которой «заторможено» на две оболоч-

577



ки больше. Такое последовательное переопределение можно продолжать до 
тех пор, пока в системе останутся «незаторможенными» только возбуждае­
мая оболочка и оболочка, поло смещения которой рассматривается. Под­
ставляя в выражение (11) последовательно выражения для функций связи 
оболочек, входящих в системы все с большим количеством «заторможен­
ных» оболочек, получим

,Ч И/<Ял+1) (У/ | У/) (:у,  | Vl) dy, dy„< m>(У/1у,') = ро«2 j'| w{; y (,/,Iy,>)wfj

( 12)
где

i V - m - 2

М("т) { ' j i | yi) — a г(У1\I y , ) , (13)
r  =  0

Go (Уз I У/).
A r (Уj [ У;) =

при r =  0,
N

<S**r П  2  J J ^«(p)n(p) (Уп(7»)|у?1(р)/) G!o(yn(p)|yn(p-i))5pdyn(p)dyn/(p);
f p)=1(P)<—i<TW+p+l

при r = 0.
При этом предполагается, что у„(0) =  у; ЯР + и , + 1  =  {йт+2; п (  1) ...

. . . г а ( р - 1 )},

У »<-•)), при р =  г.

В отличие от выражения (11), полученная формула выражает функцию 
связи 1-й и /-й оболочек, входящих в систему с т  «заторможенными» обо- 
лочками, только через их функции Грина и функции Грина всех осталь­
ных оболочек, входящих в систему при различном числе «заторможен­
ных» оболочек. Подставляя выражение (12) в формулу (9), мы получим 
окончательное выражение для ноля смещения /-й оболочки, когда внеш­
ние силы воздействуют на все оболочки, входящие в систему:

N

«Чу/) =  J [ Р Ы  +  Y j  F'(yj) 1 WiJ(yi'I yj)dyj
S .  1*1

(14)
f=l

Это выражение имеет обычную интегральную форму представления 
поля смещений с помощью соответственной функции Грина. Особенности 
задачи сказываются лишь в том, что помимо внешних сил F ( у,), непосред­
ственно приложенных к рассматриваемой оболочке, на нее действуют, 
вследствие связи ее колебаний с колебаниями остальных оболочек, допол­
нительные эквивалентные силы Fi(у,), обязанные своим происхождением 
силам, приложенным к другим оболочкам системы. Величина этих сил 
определяется по формуле:

F . ( y S)  =  Poo2 J  J  F (у , )W u l)(у/1yi)ДО*»(у;|у,')dy,dy,', (15)

где Я1={/}, а По — пустое множество. С учетом выражения (14) давле­
ние во внешнем пространстве и внутри любой из оболочек, определяемое 
формулами (1) и (2), можпо выразить непосредственно через внешние

578



силы, действующие на систему оболочек:

N N

р Ы  =  ро©2 Е Я  F  М  +  ̂  F ,  (у,) ] / 0(х01 у,) dyj
j=*i S. / = 1

(16)/ = 1
N

Р Ы =  — Pjco2J [ F ( y j ) +  Y j F i & i )  ]Л(х,|у,)йу,. (/ =  1,2.../V).
S '=■ (17)

Функции /o(x0|yj) и /Дх,|у,) определяются интегральными соотношения­
ми вида

Я Я УМ ^ < * ' | < Г ! У' !  *■ '/fCxjjyj) j Gi(*i У/)
Go(x„|y/)

(18)

и описывают поле давления в точках х0 и х; при воздействии па /-ю обо­
лочку в точке у, единичной силы. Поэтому эти функции могут быть назва­
ны переходными.

Выражения (16) и (17) совместно с определениями (15) и (18) пред­
ставляют формальное решение задачи. Для практического их использова­
ния необходимо определить входящие в формулы (15) и (18) функции 
Грина изгибиых колебаний оболочек при условии, что в системе часть обо­
лочек «заторможена». Такие функции определяются уравнением (10) при 
1 ~  /. Искомую функцию Грина /-и оболочки И^то)(у,| у/) можно выразить 
через функцию Грина той же оболочки, но входящей в систему, где «за­
торможена» еще одна с номером i  б R m, и характеризуемую, таким обра­
зом, множеством /?„?+,=  {/?„,; /}. Для этого уравнение (10) умножим на 
jy(Hmbi)(y.|y./)̂  а апаЛогичное уравнение, в котором Нт заменено на /?m+i,
на И ^ М у / ) .  Вычтем из первого уравнения второе, проинтегрируем но 
поверхности /-й оболочки и применим теорему Грина. В результате после 
упрощения получим

К т) V у,-1 У/) = w )?т+1> (у, I у/) + Росо2 J w \ y  (у, I у,) [ j  W ? r "  (у/1 у/) X

х С0 (у/' IУО d y f
NS

/г- 1

И'g m+l) (У, IУ у') С0 (У* IУ 0 dy*l <*у4. (19)
S.

*^Лт + 1

Для определения входящих сюда функций связи ГГ(̂ Jl) (y,|yj) и
W^m+l) (у* | у/) воспользуемся выражением (12).В результате получим ин­
тегральное уравнение Фредгольма второго рода относительно искомой 
функции Грина колебаний произвольной у-й оболочки, входящей в систему 
с т  «заторможенными» оболочками:
wfy (У; I У/) = W (? m+l) (yj | у/) +  р>* J W'JJ"*’ (у/1 у/) D (У; | у/)йу/, (20)

ядро которого имеет вид
D (У,| У/') =  j  i y j?’71+1 ’ ( у / I у п  [j  J (у/1у,) (у,'Iу,) X

/V

х  S  Сй ( у / | у 0 йу; йу4'1 ^ у / .
* = 1

(21)
fceRm + l
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Функция Jlf<?w)(y,|y,) определяется формулой (13), а коэффициенты С* 
выражениями:

Сь =
G0 (У/1 У*),

2 Г Г
к  =  /

(Rm+PРо®‘ j J И'ы"**' (У//1 У*) М'"т+1' (у,/1 y/) • G0 (у* IУ;) <*y* dyft'; & ф  j.

При этом Лm -I- 1 {i?m; 0 и jRot+2 =  {Rm+i; /}. Выражение для ядра инте­
грального уравнения содержит функции Грина всех оболочек, номера ко­
торых принадлежат множеству Л,„, при условии, что они последовательно 
входят в различные системы, характеризуемые множествами Я*_2; ...
. . . ,  ; йш+1. Однако каждая из этих функций также удовлетворяет инте­
гральному уравнению вида (20). Таким образом, для разрешения инте­

грального уравнения, определяющего функцию W ^ J l (yj\ у/), предвари­
тельно необходимо разрешить последовательность аналогичных интеграль­
ных уравнений относительно функции W ^ N^2)(yJ\'y/) при гОД*_2>
ty<R,v-3) (у, | у/) при i 6 ДЛ_,, ... W7<?lm+1)(yJ|y/) при При этом
решения всех предыдущих уравнений входят в ядро и образуют свобод­
ный член последующего. В результате получается некоторая рекуррент­
ная последовательность интегральных уравнений, «сцепляющихся» по 
структуре ядер и свободных членов. Поскольку в этой цепочке от решений, 
параметром которых является какое-то множество, необходимо переходить 
к решениям, параметром которых является другое множество, содержа­
щее меньшее число элементов, то полученная форма построения решения 
является замкнутой. Заметим, что аналогичные последовательности «за­
цепляющихся» уравнений возникают в некоторых задачах статистической 
механики и гидродинамики [5].

Легко показать, что общее число различных функций Грина изгибных 
колебаний оболочек, через которые может быть выражено решение рас­
сматриваемой задачи, равно N - 2 N~i. Считая функцию Грина любой обо-' 
дочки, когда все остальные «заторможены» и задачи о взаимодействии не 
возникает, известной, получим, что для решения задачи о связанных коле­
баниях системы в общем случае необходимо разрешить N • (2Y-‘ — 1) инте­
гральных уравнений. Исходными при этом являются функции Грина коле­
баний всех оболочек с учетом реакции среды и функция Грина уравнения 
Гельмгольца внешней области. Однако при рациональном построении ре­
шения (многократном использовании уже определенной промежуточной 
функции) можно ограничиться решением меньшего числа уравнений. В ча­
стности, при N  =  3 достаточно решить 7 уравнений, вместо 9, а при N  =  
=  4 необходимое количество уравнений равно 18 вместо 28. Кроме 
того, если некоторые оболочки одинаковы или имеется симметрия в 
их взаимном расположении, некоторые функции Грина оказываются оди­
наковыми и общее число уравнений, которые необходимо разрешить, сокра­
щается.

Рассмотрим простейшие частные случаи, когда система состоит из 
одной или двух оболочек. Для одиночной оболочки в формулах (16) и (17) 
суммы по I отсутствуют и в (16) от суммы по / остается один члеп. Функ­
ция Щу'|у), входящая в выражение (18), считается известной, посколь­
ку непосредственно является функцией Грина колебаний оболочки с уче­
том реакции среды. Если она неизвестна, то используя теорему Грина, 
ее можно связать с функцией Грина колебаний оболочки в вакууме. При 
этом получим интегральное уравнение Фредгольма относительно искомой 
функции:

W (у'|у) == V (у' |у) +  ро<о2J W ( y ' \ y " ) D ( y " \ y ) d y " ,  (22)
S
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где D (y"|y) =  J  V(y|y/)[G.(y/'|y/H-G,(y/'|y/)]dy/. Здесь V ( y \ y ' ) -
S

функция Грина колебаний оболочки в вакууме, G0(y//|y/) и G i(y " |y ')— 
функции Грина уравнения Гельмгольца для внешней и внутренней среды. 
Для случая двух оболочек необходимо разрешить два интегральных урав­
нения, если оболочки разные, и одно — если они одинаковые. 15 первом 
случае имеем

W ,  (у/1 у i) = W P  (у/ I у*) +  Ро2©4 J W ,  ( у"  IУ1) А  (у,' I у,') d y « = 1,2,
§i

где Di (у/ | У;') = J J J (у/ | х,) W f  (у; | х }) G0 (х,-1 у Л С0(х;|у^х; tfxy
Si s. Sj

Г2, при i = 1 
7 “  (l, при j =  2, G0(... | — функция Грина внешней среды;

и |...) — функции Грина оболочек с учетом среды,
определяемые по формуле (22). Если оболочки одинаковые, то
Й̂[2)(.. . )  =  W t y  (... |. .'.) и И7,(.. =  W 2(.. . |...) с точностью до
обозначения аргументов.

В заключение отметим, что аналогичным образом могут быть получены 
результаты с учетом симметричных (толщннных) колебаний оболочек. 
Прп этом необходимо только изменить вид дифференциального оператора, 
описывающего колебания, и граничных условий. Кроме того, разработан­
ный метод позволяет построить решение задачи о связанных колебаниях 
систем с распределенными параметрами любого вида, если она сводится 
к системе интегродифференциальных уравнений.
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