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КОЛЕБАНИЯ ПОЛОГО ПЬЕЗОКЕРАМИЧЕСКОГО ШАРА

Дано решение динамической задачи для пьезокерамического резо­
натора в виде полого шара с радиальной поляризацией. Приведено 
частотное уравнение и законы распределения смещений на резопапсах 
радиальных колебапий, включая резонапс «по окружпости» и «по тол­
щине». Учет влияния пьезоэффекта на упругие константы и анизотро­
пии материала позволяет распространить результаты анализа на совре­
менные пьезокерамические материалы.

Пьезокерамические преобразователи со сферическим пьезоэлементом 
находят широкое применение в электроакустике. Известные решения отно­
сятся к квазистатической деформации [1, 2] и к колебаниям вблизи резо­
нанса по окружности [2]. Приближенная теория толщиппых колебаний 
полого шара дана в работе [3].

В указанных работах не учитывается анизотропия материала и влияние 
электромеханического взаимодействия на упругие постоянные. Учет этих 
факторов при расчете резонаторов из используемых в настоящее время со­
ставов пьезокерамики имеет существенное значение. Решепио, приведенное 
"ниже, может использоваться при любой толщине стенки шара и учитывает 
анизотропию и пьезоэффект материала. Потери и влияние отверстия для 
вывода проводника от внутреннего электрода не учитывались.

Анализ задачи о колебаниях пьезоэлектрического резонатора сводится 
к совместному решению уравнений движения и уравнений Максвелла при 
заданных граничных условиях для упругих и электрических полевых тен­
зоров. В сферических координатах г, 0, <р уравнение движения для ради­
альных колебаний (ив =  uv =  0) имеет вид

где и г — радиальная компонента смещения, Тц — компоненты тензора па- 
пряжений.

Уравнения Максвелла для электростатического случая div D =  0 и 
rotE =  0 сводятся к следующим:

Из последнего выражения получим 1)г =  D0/ г, где D 0 — константа.
Электромеханические уравнения состояния для пьезокерамики при по­

перечной изотропии но отношению к радиусу можно написать в виде [1]
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Для радиальных колебаний компоненты тензора деформации связаны 
со смещением (и  =  а г) следующим образом:

О _  да а  _  о _  “  *>гг----- Г— 1  ^ 0 0  ----------------дг г
(7)

Примем константы с" и h не зависящими от радиуса, т. е. будем считать 
поляризацию достигшей насыщения во всем объеме. Подставляя выраже­
ния (3) — (7) в уравнение (1) и переходя к матричным обозначениям, мы 
получим уравнение для гармонических колебаний

д 2а  2 да
дг2

+ ± "  +  \ ц . , - г
г  dr L Сзз

Сц° +  Ci2 ° С13] 1  »  _  2 й 1 3 Д ,
=  ( 8 )СззD

которое без учета пьезозффекта в случае изотропии (с„ =  с33, с12 =  с13) 
переходит в уравнение Лямэ для колебаний полого шара [4].

Дифференциальное уравнение (8) вместе с граничными условиями 
Т г =  О при г =  г,, г2, т. е. на внутренней и наружной поверхностях шара, 
образуют неоднородную граничную задачу:

д2а 2 да 
г дг

и
+  - - F  +  ( A V - < * ’) -  =

2 /&1 зА
C 3 3 V

(9а)

да  2ci3D a
дг c33D г cwV

при Г =  Г!, Г2, (96)

где /с =  со / с =  о) (р / Сзз")1/2, а z * с — скорость звука.

Для определения собственных частот резонатора необходимо определить 
характеристические значения параметра соответственной однородной зада­
чи, т. е. системы (9) с нулевыми правыми частями.

Решение однородного уравнения, соответствующего уравнению (9а), 
будет

где v = , Zv = CiA + C.2/Vv, CL и C2 — константы.

На частотах механического резонанса константы С\ и С2 обращаются в 
бесконечность. Для определения законов распределения смещений на резо­
нансных частотах удобно пронормировать смещение а по отношению к 
смещению наружной поверхности радиуса м2. Тогда законы распределения 
смещений можно определить из соотношения:

J A * r )  +  % - N . ( k r )
—  ?

J , (k r2) +  ~ N , ( k r 2)
w

где отношение С2/ Сх имеет конечное значение.
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Частотное уравнение получим, подставив решение (10) в граничные ус­
ловия

xJv- i (x)-— yJy(x) 
xNy-x (я) — yNv(x)

где

Определив корни уравнения (12), частоты механического резонанса ра­
диальных колебаний можно найти из выражения

/п ==-^-(c«D/p)‘/j п =  о, 1,2,3..., (13)

где Х п =  к пг2— корни частотного уравнения, р — плотность.
Резонанс порядка п =  0 соответствует распределению смещений без 

узлов (резонанс по окружности). Резонансы порядка п  ^  1 соответствуют 
колебаниям толщинного типа. В случае упругой изотропии (с,, =  с33, с[2 =  
=  ci3) в уравнении (12) v =  V2. Тогда бесселевы функции переходят в 
элементарные тригонометрические, а частотное уравнение (12) переходит 
в уравнение, приведенное в работах [2, 4].

Нижние корпи уравнения (12), соответствующие нулевой моде, опреде­
лялись на ЦВМ для трех составов пьезокерамики. Основные константы 
этих материалов в обычных обозначениях приведены в таблице.

Результаты расчета показаны на фигуре. Нумерация кривых соответ­
ствует порядку составов в таблице. Сравнение значений корней на фигу-

0̂
9//П \ 3

—
■  ■ ■ ■

ре позволяет установить влияние на них реаль­
ных свойств иьезокерамики. Предельное зна­
чение корня для топкого шара определяется 
выражением

Г 2 1 *2,20

2,00

юо

г I 
1

-  '  -

° L SuCCj3D (l — Ос) J  ’ (  ]
где oD =  —sy>n j  sn D. Без учета анизотропии 
и пьезоэффекта корень определяется выраже­
нием

V Г 2(И-а)(1-2о)  т’А

• f V l S

т

4Ш) Ч * •  [ (!-*)■  J  ( 1 5 )
' 0 0,2 0,4 0,0 0,8 г;!гг Если принять за коэффициент Пуассона

величину — то расхождение точных
значений из формулы (14) и приближенных из формулы (15) для указан­
ных материалов составит около 3%.

При рассмотрении толщинпых колебаний тонкого шара необходимо за­
менить фупкции Бесселя в уравнепии (12) их асимптотическими выраже-

Состав Р. 103кг/м3
т

К м
Т,

V е 0

D
ciV 1010 н/мJ

С и С ,у С>3 С зз

ТБКС 5,35 0,117 0,398 400 14,6 5,12 4,83 16,2
НБС-1 5,85 0,214 0,5.44 1350 11.5 4,71 4,12 13,1
ЦТС-19 7,33 0,262 0,605 1540 П,2 6,36 5,43 13,2
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виями. Тогда уравнение (12) можно привести к виду:
tg&(r2  — г,) =  0 . ( 1 6 )

Следовательно, частоты, толщииной моды тонкого шара, определяются 
аналогично частотам толщинных колебаний бесконечной пластины из соот­
ношения:

/п=  " . -  (е,,°/р)» и =  1,3,5... (17)
2 ( г2 г,)

При г, / 7*2 >  0,7 погрешность такого приближения составляет около 1%, 
но при увеличении толщины стенки погрешность быстро нарастает.

Для определения электрических характеристик резонатора напишем 
решение неоднородного уравнения (9а), обозначив у  =  Ат,“= ^  J ŷ/v(s/)dj/ ~ ш  J Уг/ х

XlVv(z/)di/] . (18)

Если учесть, что электрический ток через резонатор определяется вы­
ражением I =  /о)Q =  jb) | D rdS  —  /со4л00, то, решая совместно выраже-

8

ния (2), (3), (6 ) и (7), получим следующее соотношение для электриче­
ского сопротивления:

1  Г. ^ 3(а2 —  U\)r\r2 z/b.r.r*
Z

усоСо L Рзз s {r2 — '.) А> p33s(r2  — r t)D j-h -
(19)

тде Сь =
4яг,г2

p 33S(r 2  Ti)
— емкость «зажатого» образца .

Далее, после подстановки решения (18) в формулу (19) с учетом гра­
ничных условий (96), можно получить конечное соотношение для элект­
рического сопротивления, которое из-за громоздкости мы не приводим. 
Следует отметить, что при подстановке выражения (18) в формулу (19) 
константа D 0 исключается.

При-анализе выражений (18) и (19) совместно с формулой (96) не­
трудно убедиться, что условие электрического антирезоианса (z =  оо) 
•соответствует обращению в бесконечность смещений иг и и >, т. е. совпадает 
с условием механического резонанса. Следовательно, частотное уравнение 
(12) может быть использовано для определения частот электрического 
антирезонанса.

В случае тонкого шара выражение для электрического сопротивления 
можно упростить. Такое упрощение для нулевой и толщииной мод при­
водит соответственно к двум следующим выражениям:

Z =

1 1Г| К г f* 1 (20)
/соСр 1L и : - Г  Г

1 Г i  к ,  * ы /2 1, (21)
jaCr L kd/2 J

где Си и Ст — емкости, соответствующие эффективным диэлектрическим 
проницаемостям ер =  е33т(1 — К,,2) и ет =  е33т(1 — &V), / а0 — частота
антирезонанса нулевой моды, определяющаяся из выражения (13) или
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, 1  г 2  V/>
соотношения /а0 — 7:—   ----гг;------: , d — толщина стенки, K vz =2лг L р$цс(1 — o D) J р

=  K 3l j--- — j и Kr =  h33(c33 Dp3 3S)",/2—коэффициенты электромеханиче­
ской связи.

Из выражений (20) и (21) при условии 2  =  0 можно получить соот­
ношения для коэффициентов электромеханической связи:

где /р — частота электрического резонанса.
Следует отметить, что аналитические соотношения, полученные для 

полого шара, во многом аналогичны соответствующим соотношениям для 
радиальных колебаний кольца [5J. Такое совпадение не является формаль­
ным, а указывает па существование общих закономерностей. В частности, 
наблюдаемые особенности в поведении частот резонанса толщинных коле­
баний толстых колец (негармоничность ряда частот, присутствие четных 
обертонов, рост частоты резонанса с увеличением толщины стенки) имеют 
место и при колебаниях полого шара, причем в последнем случае они еще 
более выражены.
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