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Получено точное решение одномерной задачи о многократном рассея­
нии поля точечного монохроматического источника в среде, содержащей 
участок со случайными дискретными рассеивателями. Предполагается, 
что фазы коэффициентов отражения каждого рассеивателя независимы 
от остальных характеристик рассеивателя и равномерно распределены 
па интервале (0,2 зт). Получены и проанализированы замкнутые выра­
жения для среднего поля и средней плотности энергии поля (послед­
нее— в случае отсутствия потерь). Обнаружены осцилляции средней 
плотности энергии, затухающие по мере удаления от источника. Показа­
но, что за пределами применимости метода малых возмущений обычно 
применяемое для получения средней плотности энергии уравнение пере­
носа дает результат, сильно отличающийся от точного решения.

Как известно, метод малых возмущений, метод плавных возмущений 
и его различные варианты не позволяют решать задачи о многократном 
рассеянии волн в статистически неоднородной среде в тех случаях, когда 
рассеяние происходит не только в узком диапазоне углов вблизи направ­
ления падения волпы, но и под большими углами к этому направлению, 
в частности — в обратном направлении. При решении таких задач либо, 
следуя Амбарцумяну [1, 2], делают специальное предположение об 
энергетическом сложении многократно рассеянных волн, что приводит 
к известному уравнению переноса, либо применяют приближенные мето­
ды решения точного уравнения Бете — Солпитера для корреляционной 
функции поля [3], что обычно вновь приводит к уравпешно переноса. 
Однако ни предположение Амбарцумяна, ни применяемые приближения 
при решении точных уравнений никак ие обоснованы. Более того, как 
было показано в работе [4], в одномерной задаче при возможности пре­
небречь поглощением (т. е. как раз тогда, когда многократное рассеяние 
играет наиболее важную роль) наличие неизменяющихся за время рас­
сеяния неоднородностей несовместимо с предположением Амбарцумяна. 
В работах [4, 5] одномерная задача нахождения средних характеристик 
рассеянного поля источника, расположенного вне стационарного неодно­
родного участка, была решена точно; полученные результаты действи­
тельно оказались в резком противоречии с решением уравнения переноса. 
Таким образом, во всяком случае в одномерной задаче, уравнение пере­
носа оказывается, вообще говоря, неприменимым. В связи с этим в на­
стоящей работе решается задача о точном учете многократного рассеяния 
поля источника, расположенного внутри неоднородного участка. С этой 
целью проводится дальнейшее развитие методов точного расчета много­
кратного рассеяния, данных в работах [4, 5].

Наибольший интерес в задаче о многократном рассеянии представляет 
случай статистически неоднородной среды с непрерывным изменением 
показателя преломления или (в акустическом случае) плотности и сжи­
маемости среды. В работе [4] показано, что при малости рассеяния на
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длине волны и на длине радиуса корреляции неоднородностей задачу 
можно свести к расчету рассеяния па совокупности дискретных независи­
мых рассеивателей. Поэтому в рассматриваемой задаче об источнике 
внутри неоднородного участка мы также используем эту модель рассеи­
вающей среды (однородная среда с включенными в нее дискретными 
рассеивателями), а результаты расчета можно будет применять и для

случайных слабонеоднородных
1 I-------------1 непрерывных сред.

Ш ! Для получения точного ре­
шения пришлось ввести следую- 

-  щие ограничения па свойства 
рассеивающей среды: среда не­
поглощающая (от этого требова­
ния можно отказаться при рас­
чете среднего ноля, но не сред­
ней плотности энергии поля) г 

ФИГ. 1 неподвижная, т. е. рассеиватели
не смещаются и не изменяют 

своих свойств за время установления процесса рассеяния в данном неод­
нородном участке. Средние характеристики рассеянного ноля определя­
ются путем усреднения по совокупности экземпляров сред; важно, что 
при таком подходе для каждого экземпляра имеется полная детерминиро­
ванность положений рассеивателей и тождественность характеристик 
повторных актов рассеяния различного порядка на одном и том же рас­
сеивателе. Последнее замечание необходимо ввиду того, что задача оста­
нется неопределенной, если не указать, как ведет себя каждый рассеи­
ватель при повторных актах рассеяния на нем *.

К настоящему времени удалось решить только одномерную задачу. 
Непосредственное практическое применение она может найти в ограни­
ченном числе случаев, например, при расчете помех в длинных линиях. 
Однако сравнение точного решения с имеющимися приближенными ре­
шениями, которое, как мы увидим, покажет полное расхождение между 
ними, имеет большое значение, поскольку тем самым ставится вопрос 
о применимости этих приближенных методов и для многомерных задач.

Итак, следуя работе [4], рассмотрим одномерную бесконечную одно­
родную среду, содержащую участок с дискретными рассеивателями 
(фиг. 1). Рассеиватели могут быть как точечными, так и протяженными. 
Поместим в среду точечный монохроматический ненаправлеппый источ­
ник О с постоянной объемной скоростью, создающий в отсутствие рас­
сеивателей волну с единичной амплитудой давления. Будем характери­
зовать каждый рассеиватель случайными комплексными коэффициентами 
отражения V+ (соответственно V~) и прохождения D+ (соответственно 
D~) при падении на него волны слева (соответственно справа). Эти ве­
личины для разных рассеивателей будем считать статистически незави­
симыми. Если рассеиватели пассивны и потери отсутствуют, то

V~ / V+ \ *
0+ =  ° - .  - l F+l2+  |£ > T =  !• (J)

Первое соотношение следует непосредственно из теоремы взаимности, 
л два остальных вытекают из закона сохранения энергии. В самом деле, 
если на рассеиватель падают две произвольные волны с амплитудами р+ 
(при падении слева) и (при падении справа), то уходящие от него 
волны будут иметь амплитуды p+V+ p_D~ (уходящая влево) и p+D+ +

* Например, как показано в работе [4], можно вповь придти к уравпению пере­
носа, если предположить, что в данном экземпляре среды фазы рассеяния от одного 
и того же рассеивателя при повторных актах рассеяния независимы и случайны (так 
будет, например, при поглощении рассеивателем падающего излучения и дальней­
шем переизлучении после пекоторой случайной задержки).
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-\-p-V~ (уходящая вправо). Равенство потоков энергии слева и справа 
от рассеивателя выразится соотношением |р+12 — |р (-Р+ +  P - D ~  |2 == 
=  \p+D+ p-V~\2 — \р-\'\  откуда при учете произвольности комплекс­
ных амплитуд р+ и р-  получим оба соотношепия. Соотношения (1) поз­
воляют ограничиться при описании каждого рассеивателя тремя величи­
нами: фазой ср коэффициента отражения Р +, модулем |D +| и фазой г|) 
коэффициента прохождения D+. Фазу коэффициента отражения каждого 
рассеивателя будем считать статистически независимой от D4 и равно­
мерно распределенной на интервале (0, 2л); так будет, например, если 
рассеиватели образуют цепочку дискретных неоднородностей, каждая 
из которых может независимо занимать все положения на участке, рав­
ном или кратном половине длины волны [4]. Пусть далее |D+ | и *ф за­
даны своей совместной функцией распределения; в частности, эти вели­
чины могут быть детерминированными. В дальнейшем для единообразия 
расчета в качестве таких рассеивателей будем рассматривать также 
участки однородной среды между рассеивателями, поскольку коэффи­
циенты отражения от таких участков равны пулю и, следовательно все 
значения их фаз можно считать равновероятными.

Для нахождения характеристик рассеянного поля необходим учет 
совместного действия многих рассеивателей. Эту задачу мы будем решать 
методом индукции, исходя из решения вспомогательной задачи о сов­
местном действии двух рассеивателей с известными коэффициентами 
отражения и прохождения. Неоднородность, образованную совокупностью 
двух таких рассеивателей 1 и 2, расположенных вплотную друг к другу, 
назовем «произведением» рассеивателей, а ее характеристики как единого 
рассеивателя будем обозначать индексом 1 X 2. Из принципа суперпози­
ции полей следует

V 1 X2
Fi + +  V2+(Dt+D r - y i+F r )  

1 -  V S V r
т+ __^ 1 X2  ---

A W
1  -  F 2 +F,

(2 )

Если «сомножители» удовлетворяют соотношениям (1), то и «произве­
дение» удовлетворяет им, и соотношения (2) можно представить в виде

г . ; .  =
У\+ +  Уг+ exp(2tiji,) 

l - H F , +)-F 2+exp(2n|>,) , А «  =
A W

1 + ( F i+)*F2+ exp(2n|)i)
(3)

Покажем, что если рассеиватели независимы, а их фазы cpi и <р2 не зави­
сят от А + и А + и равномерно распределены на интервале (0, 2я ), то 
фаза ф)Х2 не зависит от А хг и равномерно распределена на том же ин­
тервале. Для этого достаточно убедиться в том, что для любой периоди­
ческой по у с периодом 2л функции )(х, у) с интегрируемым квадратом 
модуля и для любого л =  ± 1, ± 2, . . .  среднее по фазам <р( и ф2 от 
exp (mcplx2) / ( |D + a|, ^ 1x2) равно нулю, т. с.

^ 2 я 2г.
М  Ра ехр (шср1Х2) /  (I Dtx2\, tyixa) =  0.

О О
Поскольку, согласно формуле (3), величины ехр (£жр1хг), и
(/)+<2)* — периодические функции только разности cpi — ср2, доказываемое
соотношение становится очевидпьтм после перехода в двойном интеграле 
к переменным <pi — <р2 и <р,. Равпомерное распределение на интервале 
(0, 2я) и независимость от коэффициента прохождения фазы коэффи­
циента отражения для «произведения» двух рассеивателей по индукции 
имеют место и для «произведения» любого числа рассеивателей.

При наличии потерь или в других случаях нарушения соотношений 
( 1), соотношения (2) сохраняют силу, но выражение (3) и следующее
3 Акустический ж-л, 1 33



8а ним доказательство будут неверны. Тем не менее, если для отдельных 
рассеивателей сохраняется равномерное распределение на интервале 
(О, 2л) фаз и V~ и их независимость от D+ и то можно показать* 
что те же свойства будут иметь место и для «произведения» рассеива­
телей.

Вернемся к нахождению поля источника. Весь неоднородный участок 
разбивается источником О и точкой наблюдения М на три слоя /, // , ///. 
Согласно вышесказанному, каждый слой может считаться одной сложной 
неоднородностью, удовлетворяющей условиям независимости от коэффи­
циентов прохождения и равномерного распределения на интервале 
(0 ,2л), фаз коэффициентов отражения. На фиг. 1 введены обозначения 
для бегущих в различных направлениях волн на границах этих трех 
слоев; эти волны условно изображены стрелками. Искомыми нолями 
являются волны а +  и а_. Очевидно,

^ПХШ  = ^ i ix i i r  =

откуда
а _  1 + ^ 1 ______ Duxiu а = у+ I +  Vi_____ Дпхш+  1  - V I .  П г х ш  В Ь  '  '  \ - V l -  V u x n i  D i n  '

Выражая Vuxui  и Д пхш  чеРез коэффициенты отражения и прохож­
дения слоев-«сомиожителей» II и III, согласно формуле (2), и усредняя 
сперва по cpi, затем по <pm и наконец, по характеристикам рассеивателей, 
входящих в слой II, получим выражения для средних полей волн в точке 
наблюдения, бегущих от источника и к источнику:

<а+> =  exp (ik0lu) JJ<CD+>* <а_> — 0, (5)
I I

где exp (ik0ln ) — произведение коэффициентов прохождения через все 
однородные участки между источником и наблюдателем; 1и — суммарная 
толщина этих участков, к0 — волновое число в однородной среде, произ­
ведение в формуле (5) берется по всем рассеивателям в слое II.

Из вида формулы (5), следует, что среднее поле есть волна, уходя­
щая от источника, которая «чувствует» только неоднородности, пройден­
ные на пути от точки излучения до точки наблюдения; при распростра­
нении происходит последовательпое ослабление волпы на каждом прой­
денном рассеивателе. Обратное среднее поле отсутствует.

Особенно просто — в виде экспоненциально затухающей волны — 
можно представить среднее поле для случая, когда рассеиватели одно­
типны и каждый из них рассеивает слабо. В этом случае, сглаживая 
ступенчатое распределение среднего поля, мы получим

<а+> =  exp (ikLu — oLTI) , (6)

где Lji — расстояние между источником и наблюдателем, а эффективные 
параметры рассеивающей среды к и а определяются но формулам:

к =  Re *0 +  p(Im In <Z)0+> — Re Wo), 

a =  Im &0 — p(Re In <A>+> +  Im Wo),
где D0+ — коэффициент прохождения через один рассеиватель, р — число 
рассеивателей на единицу длины, 10 — длина одного рассеивателя. Для 
сосредоточенных рассеивателей вторые члены в скобках обращаются 
в нуль.

При расчете многократного рассеяния от длинного участка обычной 
непрерывной слабопеоднородпой среды, характеризуемой функцией кор-



реляции В(х)  относительных флюктуаций квадрата волнового числа, 
следуя работе [4], разобьем весь сильно рассеивающий участок длины L 
на большое число слабо рассеивающих участков, много больших длины 
волны и радиуса корреляции неоднородностей. Считая эти участки не­
зависимыми рассеивателями описанного выше типа и определяя харак­
теристики этих рассеивателей методом малых возмущений с точностью 
до второго порядка, найдем эффективные параметры непрерывной слабо­
неоднородной среды. Аналитические выражения для этих параметров 
в отсутствие потерь имеют вид

к г -  к  г 00
к  =  ко-----j  В (х) sin 2к„х dx, а  — —т~ | в (*) [1 +  cos 2 ^ ]  da:. (8)

О 4  о
Перейдем теперь к вычислению средней плотности энергии поля 

<^> =  < |#+ +  Я-12>. Этот расчет удается провести только при отсутст­
вии потерь, т. е. для рассеивателей, удовлетворяющих соотношению (1). 
Вводя величины z?4 согласно соотношениям c h z „ /2 =  |Z)„+|"1 и усредняя 
w по фазам cpi, <рц и cpm, получим

сп Zj chzm
К

cos 2̂ i i  Г — 2

ch Zn +  1
__ chzichzin — 1 ^  (chzi — chzm)

2K 2K(ch Zn -j- 1) ]■
где

К I /  . Z1 +  Zi i + Z i i i  Zi -f- Zn +  Zui Zi — Zi i  +  2 i i i

Ch'-------- 1 --------° h ------------ 2 ----------- Ch---------- 2 --------- X

(9)

X ch -f* zn  — zin ( 10)
Путем довольно громоздких преобразований (см. далее приложение 1) 
выражение (9) можно представить в виде

J dx Poo(ch zu) Im [tPoo-1 (ch Zi) ] Im [fP0o“' (ch zm ) ] +x  ch2 nx— CO
( 11)

+ 1  fd * ±
2 j X

я  sh nx
Re[exp(2j\|)n)P11'(chzIi)] | г|2 X— o n

2 J x  ch2 nx

X Im [P00- 1 (ch zi) ] Im [P0«Tf(ch zul) ],

где t = — V2 +  a Pmn(chz) — функция Якоби [6], связанная с гипер­
геометрической функцией при одновременно целых или полуцелых 

т соотношением:

AnUn(chz) =
Г(/г +  и +  1)

Г ( т и  +  I) (п — т)
1 л  z \  п~т/  л z  \ n+m

Г Г Т  (сЬт )  X
X F +  U +  1, п — и; гг,— т +  1 ; —sh2-^ -j •

з* 35



Далее, в приложении 2 показано, что для «произведения» двух рас­
сеивателей описанного типа для любого комплексного и п целого пли 
полуцелого т имеет место соотношение:

<ехр (—im 2i|),x2)P " m (chzlx2)> =
=  <ехр (—irn2\p,)Pmm (chz,))-<exp (—im2tyt)Pmm (chz2)>,

которое по индукции распространяется на «произведение» любого числа 
рассеивателей. Это соотношение позволяет провести окончательное усред­
нение выражения (И ) для плотности энергии поля. В частном случае 
одинаковых рассеивателей с детерминированным коэффициентом про­
хождения ZV =  е?”ао+,'* *о средняя плотность энергии выражается форму­
лой:

(12)

+  S  (*dx — ^  | ̂  |2 Re {oxp[2i(WIi +  ^ „ ) ] [ P ll'(c h z .)]Nu} X 
Z J x ch nx— oo

X Im {[P0o~'(ch z°) JM  Im {[Poo-1 (ch z0) ] wni},

(w )  =  \dx П Sh„ — |7 V (cfr z0) ] "a X 
J x  ch2 лх—  OO

X I 111 [/^oo- '  (ch 2o )  ] vi} Im {t [ P o < r 4 c h z o ) ]  ,Vl11} +

где N i (соответственно NJU Nm)  — число рассеивателей в слое I (соот­
ветственно II, III) *. Для непрерывной слабонеодпородной среды анали­
тическое выражение для средней плотности эпергии несколько упроща­
ется:

оо
<иЛ =  [ dx K—t- — eW-«'>Lul('+0 I m +  

t? x  ch2 nx
— CO

+  COS 2kLne-x«+vLn  [ dx 1*12 ^ )Ll!W 1 X• Zx Си nx-oo
X Im [^2(a—a)Lp(l—0] Im [e2(a-a)Lln /(i-0|,

где Lq — длина g-го слоя, к и a даются формулами (7), а а =  J B(x)dx .
о

Формула (12) дает искомое выражение для средней плотности энер­
гии полного поля единичного источника, расположенного внутри неод­
нородного участка. При расположении источника (или точки наблюде­
ния). на границе участка или вне его (NiNm =  0) мы возвращаемся 
к результату, полученному в работе [4] для случая прохождения через 
неоднородный участок плоской волны. Для источника, расположенного 
внутри участка, выражение (12) распадается па два слагаемых: первое, 
монотонно убывающее с удалением от источника к концам неоднородного 
участка, и второе, осциллирующее по мере удаления от источника. Физи­
ческую интерпретацию этому неожиданному явлению дал Ю. Л. Газарян. 
Оно является следствием когерентности волн, излучаемых источником 
в обе стороны. В самом деле, в суммарное поле в точке приема войдет вол-

* Общее выражение для <н>> имеет вид аналогичный формуле (12), где вместо 
[exp (2 in^o)Pnnu(chzo)]N<J для q =  I, II, III стоят произведения П<ехр (2 тф)/,„пи-
• (ch z)>, взятые по всем рассеивателям соответственного слоя.



на, излученная источником вправо, прошедшая слон II, отраженная от 
слоя III, вновь прошедшая слой II, отраженная от слоя I и после нового 
прохождения слоя II попадающая в точку наблюдения, приобретя сум­
марный фазовый набег cpi +  ерш +  Зл|зц. В суммарное иоле войдет также 
волна, излученная источником влево, отраженная от слоя I, прошедшая 
слой II и после отражения от слоя III попадающая в точку наблюдения, 
приобретая фазовый иабег (pi +  <рш +*фц. Складываясь в точке наблюде­
ния, эти волны дают интерференционный член, пропорциональный коси­
нусу разности фаз, т. е. cos (2фп), где фп =  к01и +фоЛГн; такая же про­
странственная зависимость будет существовать и для других аналогич­
ных пар волн. Результирующий осциллирующий член в формуле (12) 
остается но модулю все время меньше иеосциллирующего и обращается 
в пуль на внешних границах неоднородного участка. Пользуясь формулой
(9), можно показать, что вблизи источника амплитуда осцилляций в точ­
ности равна половине превышения неосциллирующего члена над
D ixiixin |2>»т. е. над средним коэффициентом прохождения по энер­

гии через весь слой. Можно также показать, что если фаза коэф­
фициента прохождения D0+ случайна, то амплитуда осцилляций спадает 
с удалением от источника тем быстрее, чем больше дисперсия фазы *ф0. 
Интересно, что сумма средних плотностей энергии поля па границах 
неоднородного участка в точности равна 2 — это следствие закона сохра­
нения потока энергии и отсутствия среднего отраженного поля *.

Анализируя неосциллирующий член, будем попутно проводить срав­
нение получаемых характеристик ноля с выражением для средней плот­
ности энергии, полученным из уравнения переноса. В наших обозначен 
ниях уравнение переноса приводит к формуле:

(1 +  4аоАМ(1+4а0ЛГш)
1 +  2а 0N

где N  =  N i  +  N п +  N n i  — общее число рассеивателей.
Для наиболее интересного в приложениях случая сильного рассеяния 

от большого числа слабых рассеивателей (a o ^  l, Л'а0^>1) решение 
уравнения перепоса существенно отличается от точного выражения как 
по закону распределения энергии но пеоднородиому участку, так и по 
зависимости средней илотпости энергии от длины участка. В самом деле, 
уравнение переноса вообще не дает осциллирующего слагаемого в выра­
жении для что же касается неосциллирующего слагаемого, то точ-
пое решение дает экспоненциальную зависимость от длины рассеиваю­
щего участка, в то время как уравнение перепоса дает только линейный 
закон нарастания. Наконец, при увеличении длины рассеивающего уча­
стка точное выражение (12) дает экспоненциальный (с кусочно-квадра­
тичным показателем) закон распределения энергии вдоль участка, 
а уравнение перепоса приводит к кусочно-линейному распределению 
энергии по рассеивающему участку. Действительно, анализируя выра­
жение (12) методом перевала для случая a0< ^ l  /Va0 =  aL ^>  l  при со­
хранении относительных расстояний между источником, точкой иаблю-

0 ( |  / V  q  Ct,H /q
т. е. — 77 =  — ~  =  const*, q =  I II, III) мы a N a  Lдения и границами слоя (

* Заметим, что отношение средних потоков энергии, выходящих из неоднород­
ного участка с обеих сторон, легко может быть получено при помощи принципа вза­
имности из результатов работы [4]: оно равно отношению средних плотностей энер­
гии при выпесеппом за пределы участка источнике в месте прежнего расположения 
источника и в симметричной относительно середины участка точке. Отсюда следует, 
что при сильном рассеянии, даже при малом по сравнению с длиной рассеивающего 
участка смещетши источника от середины к одному из концов, практически весь по­
ток энергии будет выходить из участка через этот конец.
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получим для неосциллирующего слагаемого в средней плотности энергии 
асимптотическое выражение:

<w)

X {2 [ l  +  sga (д  — Ц ]  +  [ l  -  Ф ( У  4«Ь  (А — 5 - ) ') ] X

X
я(*А — A2) sinjiA г я(Д  — ‘/ 2)

А -
1 2 яЛ [ cosnA ] }■ (14)

где д = ----- — I, а Ф(х) =  —  \ e - ‘2d t -
L  1

интеграл вероятности.

Г) •• L \  Z/TII 1 , . „Ьнутри той части неоднородного участка, где—. -|------ > ------ Д2, сред-
L L  4

няя плотность энергии растет экспоненциально с возрастанием aL, а в ос­
тальной части — экспоненциально убывает. В предельном случае aL-*-oo

Наглядное представление о распределении энергии вдоль сильно рас­
сеивающего участка дает фиг. 2, изображающая предельную зависимость

1 П < »  у1хш —:—— как функцию относительных координат источника х0 =
aL-*-co 2a L

=  Li / L  и наблюдателя x =  —--- — - ,  отсчитываемых от левого конца

участка. Сопоставление выражений (12) и (13) в случае слабо рассеи­
вающего участка (Na0 <  1) показывает, что в этих выражениях совпа­
дают только члены первого порядка малости по Na0, что указывает на 
неправильный учет многократного рассеяния в решении уравнения пере­
носа.

Итак, сравнение точного выражения для средней плотности энергии 
поля и решение уравнения переноса указывает на то, что уравнение 
переноса (а вместе с ним и приближенные методы решения точного
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уравнения Бете — Солпитера, приводящие к уравнению переноса) не­
правильно учитывает вклад многократно рассеянных волн в среднюю 
плотность энергии.

Подчеркнем еще раз, что указанное расхождение обусловлено не 
неправильностью того или иного метода расчета, а несоответствием ме­
тода исходным предпосылкам о характере последовательных актов рас­
сеяния. А именно, для стационарных дискретных рассеивателей (или ста­
ционарной непрерывной неоднородности среды) уравнение переноса и 
приводящие к нему приближения в уравнении Бете — Солпитера непра­
вильно учитывают последовательные акты рассеяния и потому приводят 
к неверным результатам, в то время как метод расчета, используемый 
в настоящей работе, дает точный результат. Если же последовательные 
акты рассеяния на одном и том же рассеивателе дают случайную фазу, 
то уравнение переноса приводит к верным результатам. Следует заме­
тить, что в этом случае становится неприменимым не только метод рас­
чета, используемый выше, но и точное уравнение Бете — Солпитера, 
которое относится только к случаю случайных стационарных неоднород­
ностей.

В заключение автор благодарит Ю. Л. Газаряна и Л. А. Чернова за 
ценные советы и помощь в работе.

П Р И Л О Ж Е Н И Е  1

А. Разложим ( l  +  ch y ) " 1 в интеграл по функциям Лежандра [6]:

J
°° , jc x sh ju : _ , , v

-----Р _y,+iX(ch у).
1 +  ch у 2 ch2 лх— oo

Положим в этом тождестве ch у =  ch Zj ch z +  sh Zi sh z cos <p и проинте­
грируем обе части тождества по от 0 до 2я. Используя теорему умпоже- 
жения для функций Лежандра [7], получим

1

ch zx +  ch z
С лх  sh ЛХ  . ,  . _  / i \

=  J dx-^-г; ------P -% + t*(ch  Z i ) P_fc+te(ch  z ) .
2 ch2 лх

Полагая ch z =  ch zn ch zш +  sh zu sh Zm cos <p и интегрируя по <p еще 
раз, получим

- i = | *
2 К  J— оо

л х  sh лх  
2 ch2 лх

Р-Ч2.Их(ch Zi)P-i/2+iX(ch.Zn)P-y2+ix(chzin),

где К дается формулой (10). Умножая обе части последнего тождества 
на 2 ch zг ch zm и используя рекуррентпое соотношение ch zPu (ch z) =

=  2u +  1 1)Рц+»(сЬ z) +  aP_u(chz)] [7], получим первый член
формулы (9) в виде, приведенном в формуле (И ). Б. Путем непосредст­
венного интегрирования по ср можно убедиться в справедливости тож­
дества

ch Zi +  ch Zm —- 2 
ch zn -f- 1

ch Zi ch Zm — 1 ^  (ch Zi — ch Z m )

2 К 2£ (ch z„  +  l)

. 2 n .
=  ± г йф [ _ ! --------

2 л J 1 +  ch z

1

ch Zi +  ch z
J  shzshZmexp(i<p — ip),
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где
ch z =  ch Zn ch Zm +  sh Zn sh Zm cos q>, z ^  0,

sh zu ch Zm +  ch zn sh Zm cos cp +  i sli zm  sin Ф 
ех р ( « = : . --------------------------— s ; --------------------------------- •

Разлагая выражение в квадратных скобках в интеграл по функциям Ле- 
жапдра и меняя порядок интегрирования, получим

с , п х  sh П Х  п  , , _l " a;2 d ^ [ 1 _ P - ‘ +'‘ (ch2l)1X—  с о
1  2я

X sh Z m  —- I d<pP_y2.Hx(ch z)shz  ехр(йр — .
2л у

Используя тождество sh z Pu (ch z) = -------- -[?!,+, (ch z) — P u\-, (ch z) ] [7]
2a -f- 1

и производя интегрирование по ф с помощью теоремы умножения функ­
ций Якоби [6], получим

°с , пх  sh пх г л
\ dx - T T i -----[1 — P-yI+<x(chzi)] XJ 2 err пхс о

. . , Р и +tc(ch 2ii)PyJ+«(ch Zm) — Р,7 /j+’*(ch zi,)P_*/,+fa(chzn i)
X  SH Z m -----------------------------------------------—------------------------------------------------

2 ix
Используя цепочку рекуррентных соотношений sh z P ^ c h  z) =  м(ю +
+  DPu” 1 (chz) s h z = ^ ^ i ^ [ P u+1(chz) — P_u(chz) J [7] и разбивая
интеграл на два, сдвинем контуры интегрирования в каждом из них, так, 
чтобы па каждом коптуре Rc и =  — */2 для Pnu(chzn). После объедине­
ния двух полученных интегралов в один получим второе слагаемое фор­
мулы (9) в виде, приведенном в формуле (11).

ПРИЛОЖЕНИЕ 2
Напишем закон «перемножения» рассеивателей (3) в матричном виде

Заметим^ что в силу (1) матрицы Gn обладают свойством унимодулярно- 
сти clet Gn =  1 и квазиунитарности Gn+SGn =  S , где Glt+ — эрмитово-
сопряженная Gn матрица, a S  =  ^  ^ j )  '

Всевозможные матрицы такого типа составляют группу Q(J(2) [6]. 
Эта группа локально изоморфна группе *57/(3) — группе движений плос­
кости Лобачевского. Выбранная статистическая модель такова, что рас­
пределение каждого элементарного движения инвариантно относительно 
вращепия вокруг начала координат, полученного в результате предшест­
вующих движений. Это свойство можно назвать независимостью движе­
ний.

Найдем закон распределения элементов произведения независимых 
случайных матриц по известным законам распределения элементов сомно­
жителей. Эта задача решается с помощью понятия характеристической 
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функции, аналогично случаю независимых блужданий на евклидовой 
плоскости, когда пользуются соотношением <ехр [ja(x  +  у ) ] >  =  
=  <ехр (гах))<ехр (гау)). Аналогом экспонент на группах являются ли­
нейные представления, описание которых для группы QU(2) можно най­
ти, например, в [6]. Матричные элементы представлений группы QU{2) 
выражаются через функции Якоби Ртпи (ch z) и обычные экспоненты; 
при этом имеет место теорема «сложения», которая в наших обозначениях 
имеет вид

ехр[— i(m  — п) ср1Х2 +  *2m|>iX2]Pin«,4 ch z,x 2) =

=  y^expf—i(m  — Лг)cpt +  г2Аф,]РтЛи(с112,) X
ft =  —  0 0

X ехр[— i(k — n)(р2 +  i2n\p2]Phnv{ch z2)
для любого комплексного и и одновременно целых или полуцелых т , п,
k. После усреднения по фь ср2, Oi+, Dz+ получим

<ехр[— i(m  — п)ф,Х2 +  2̂лгя|?,х2] -PmnXchzixz)) =

=  бтп Д < е х р (г2^ ) Р „ „ и(с11 z,)).

Из иолпоты системы функций Якоби [6] следует: у «произведения» рас­
сеивателей фаза (piX2 коэффициента отражения независима от коэффици­
ента прохождения и равпомерпо распределена на интервале (0, 2я); ха­
рактеристическая функция коэффициента прохождения «произведения» 
равна произведению характеристических функций «сомножителей», т. е.

<exp(im(p1X2) exp (i2ml)lx2)P Jinu (ch zlx2) > =
=  <ехр(шф,Х2) > <exp(i2ra\|?lx2)P,mu(ch zlx2) > =

=  6m0 Д<ехр(г2ггг|)^Рп„и(сЬ г3)>,
j-1.2

1
m =  0, ± 1, ± 2, . . . ;  n =  0, ± — , ± 1, . . .

и
По индукции этот результат распространяется на «произведение» любого 
числа независимых рассеивателей.
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