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Решение задачи о поле точечного источника в клине с одной абсолют
но мягкой, другой абсолютно жесткой гранями представлено в виде сум
мы нормальных волн. Для высоких частот найдено асимптотическое пред
ставление ноля нормальной волны произвольного номера.

Известно, что задача о дифракции волн на клипе является важной с 
точки зрения многих физических приложений. В частности, к ней иногда 
удается свести интересную для акустики моря задачу о распространении 
звука в прибрежной зоне. При этом в зависимости от акустических свойств 
грунта оказывается возможным использовать ту или иную идеализирован
ную модель берегового клипа. Ниже в качестве такой модели будет рас
смотрен клин с одной абсолютно мягкой, другой абсолютно жесткой гра
нями.

Так как обычно решение дифракционной задачи, когда оно может быть 
получено, имеет вид некоторого интегрального соотношения, то для выяс
нения качественного характера ноля источника и для проведения коли
чественных расчетов необходимо найти какое-либо удобное асимптотиче
ское представление. Часто при расчете поля точечного источника в бере
говом клине сразу используют метод лучевой акустики [1, 2]. Однако этот 
метод приводит к ряду трудностей, связанных с необходимостью учета 
большого числа мнимых источников при малых углах раствора клина Ф 
(число мнимых источников, например, при Ф =  10' оказывается порядка
2-103). Недостатком его является также и отсутствие явного аналитиче
ского выражения для поля. В некоторых областях, в частности, когда точка 
наблюдения находится вблизи ребра клина, геометрическое приближение 
неприменимо вообще.

Другим подходом к решению задачи может служить использование 
метода нормальных воли. Этим методом в работе [3] приближенно решена 
задача о распространении звука в мелком море с медленно изменяющейся 
глубиной. Однако в этой работе воздействие берега не учитывается.

В настоящее время известио много различных представлений точного 
решения задачи о дифракции на клине. Особенно большое число работ 
посвящено решению задач Дирихле или Неймана в клиновидной области. 
Задача же о поле источника в клине с одной абсолютно мягкой, другой аб
солютно жесткой гранями рассматривалась реже. Известио асимптотиче
ское представление поля гармонического источника в таком клине на рас
стояниях от ребра, значительно превышающих расстояние от ребра до 
источника [4, 5]. Это асимптотическое представление имеет вид поля 
расположенного в безграничной среде точечного источника с некоторой 
диаграммой направленности. Нами получено другое справедливое везде 
асимптотическое представление поля точечного источника в клине. Оно 
оказывается особенно удобным, когда точка наблюдения находится вблизи 
ребра клина.

1. Рассмотрим клиновидную область D, определяемую в цилиндриче
ской системе координат (г, z, >ср) неравенствами: 0 <5 г <  сю, |z |< ;  оо, 
О <  <р <  Ф (фиг. 1). Грань клина гр =  0 — абсолютно мягкая, грань
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<p =  Ф — абсолютно жесткая. Пусть в точке Q (г0, 0, <р0) расположен то
чечный гармонический излучатель с объемной скоростью равной —1/4я. 
Потенциал скоростей -ф(г, z, ф) (г|> ~  e~ia,t) всюду в области D, кроме точ

ки Q, должен быть однозпачной, непрерывной, ограниченной (в том числе 
и па границах области) функцией, удовлетворяющей волновому уравнению

граничным условиям
ф =  0 при ф =  О,

Лф +  /с2ф =  О, 

9-ф
дп

=  0 при ф =  Ф.

(О

(2)

и условию излучения. Особенность функции ф (Р ) в точке Р =  Q должна 
быть такой, что lim (P)R (ф — фо) =  0, где

P-*Q

Ъ(Р) =  *(Р)-Ж
гЛН(«р—

и Д (а) =  Уг2 +  г02 -(- z2 — 2rr0 cos а.
Д (ф  — фо)

Известно, что иоле точечного источника в клиновидной области можно 
представить в виде интеграла Зоммерфельда — Малюжинца [6, 7]:

\  - e<hR(а)
ф (г,z ,ф) =  —  J - - - - - S (а +  Ф)da. (3)

Нетрудно показать, что для поставленной задачи функция 5 (a) имеет вид
j j  г  л  “|

5 (а ) =  4Ф" 1C0SCC 2Ф (<Х ~  ф°)— cosec 2 ф (“ +  'Р") J • (4)
Контур интегрирования у состоит из ветвей y.i и у2 (фиг. 2); на этой же
фигуре волнистой линией указаны разрезы, идущие в бесконечность из * * г  ^ 2  | ^ 2  |
точек a  =  2лт ±  гб, где б =  arch-------- -------- ’ т — О, ± 1 , . . . ,  соответст-

2 гг о
вующие выбору ветви корня Re Д (а) > 0 .

После некоторых преобразований интеграла (3), подобных тем, кото
рые проводились в работе [8] для клина с обеими абсолютно мягкими 
или с обеими абсолютно жесткими гранями, получим следующее представ
ление звукового потенциала ф(г, z, ф) в виде суммы нормальных волн:

<х>

•ф(г, Z, ф) =  ^ г р п ( г , г , ф ) .
п = 0

2 f в«В(в)+«йпа
•ф п  (Г, Z, ф) =  — —  Sin ц„ф sin ц„фо — — — ---- da.

Ф J Л(а) (5)
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Этим выражением особенно удобно пользоваться при расчете поля в обла
сти, примыкающей к ребру клина. Множитель sin |г„<р0, входящий в выра
жение для i|)„(r, z, ф) (5), является мерой интенсивности возбуждения 
нормальной волны номера п источником, расположенным в плоскости 
ф =  ф0. Множитель sin циф описывает распределение поля п-й нормальной 
волны по координате <р. Зависимость i|)n от г и ъ определяется интегралом

eihR(a)+wna
I  =  I -------------- da, для которого в случае kr0 §> 1 методом перевала

I
можно получить удобное асимптотическое представление.

Обозначим L n =  \хп/ к, /„(a) =  R(a) +  L 7la и рассмотрим сначала 
случай, когда ц„ <  кг0. Если точка наблюдения Р находится внутри обла
сти определяемой неравенством (г2 — L n2) (г0г — Ьпг) — L n2zl >  0, то в 
полосе | Re а | ^  л  расположены две перевальные точки

a± =  — arc cos —  (L„2 =F У (г'г +  Ln2) (r02 -  Ьпг) -  Ln V ) ) • (6)
ГГ0

Обычным способом вычисляя первый член асимптотики интеграла /, мы 
получаем для функции т|)п следующее асимптотическое представление:

2У2я
Ф

sin цпф sin цифо^я/4
1

eikR(a+)+ivna+

it (<h)7и \ г  (<С)

-гу+гАй(а_)+гцпа_
е
R  ( а _ )  V к  |  Г  ( а _ )  |

где R (а±) =  У2гг0(сЬ б  — cos а±), / " ( а ± )  =  г2г02Д -3(ю ± )  (2ch б  cos а ±  —
— 1 — cos2 а ± ) .

Заметим, что функцию можно интерпретировать как вычисленное в 
геометрическом приближении ноле некоторого цилиндрического источника, 
помещенного в точку (г0, 0) слоисто-неоднородной среды со скоростью зву
ка с (г) =  с [1 — (ц„2 — ) / кггг]-'Ь. В атом случае в точку наблюдения
приходят два луча: один — коснувшийся, другой — не коснувшийся кау
стики. Гипербола

(г2 -  Ln)  (го2 -  L*)  =  0 (8)

является каустикой для этих лучей. Область между ребром клина и кау
стикой является зоной геометрической тени для данной нормальной вол
ны. Вне этой области расположена освещенная область S n. Такое представ
ление поля нормальной волны можно получить другим путем, если функ
цию ij)(r, z, <р) сразу искать в виде суммы нормальных воли sin цпф7\г(г, z), 
а возникающее для Tn(r, z) уравнение решать в геометрическом прибли
жении. Такой подход был использован в работах [3, 9] при решении задачи 
о распространении звука в мелком море с переменной глубиной и в работе 
[10] при изучении рефракции нормальных волн в клине.

2. Асимптотическое представление (7) применимо до тех пор, пока 
производная /" ( а±) не слишком мала. Когда /" (а±) =  0 (точка наблюде
ния Р  =  Рк находится на каустике) можно получить другое асимптоти
ческое представление. Координаты точки P,<(r„, zK) удовлетворяют уравне
нию (8). При этом обе перевальные точки стягиваются в точку ак:

Г0Гк *
ак =  — arc cos (9)



Из точки ак берут начало три кривые быстрейшего спуска. Преобразуем 
контур в контур Гк, составленный из двух таких кривых. Функцию /(а) 
разложим в ряд Тейлора в окрестности точки ак до члена, содержащего 
третью производную этой функции включительно. Вычисляя далее интег
рал I  по контуру Гк> мы придем к следующему асимптотическому пред
ставлению поля n-ой нормальной волны в точке на каустике:

W *k»2K Ф) =  :
2 V  6

/ 3  Ф V \ i
г ( у )  Sin \in Ф sin MVPo х

п

3. Получим теперь равномерную асимптотику поля п-й нормальной 
волны, которая хорошо описывает поле в освещенной области, на каустике 
и в ее окрестности, а также в зоне тени (номер п опять таков, что \хп <. Аго). 
Подчеркивая зависимость функции /(а )  также и от параметра Р, будем, 
где это необходимо, писать /(а , Р). Если точка наблюдения Р паходится 
в некоторой окрестности точки Рк, то структура поверхности 
exp[Re/fe/(a, Р )] такова, что, хотя контур Гк и не образовал теперь ли
ниями быстрейшего спуска, тем не менее подынтегральная функция в I 
быстро стремится па нем к нулю. По координатам точки Р выберем па кау
стике соответствующую точку Р„ и вычислим интеграл /  по контуру Гк, 
который состоит из линий быстрейшего спуска для точки Р,<. Для дальней
ших вычислений точку Р* удобно выбирать так, чтобы выполнялось соот
ношение /"(ао, Р,<) =  0, где ао определяется из уравнения /" (a 0, Р) =  0. 
При этом а* =  а0, а разложение функции /(Р , а) в ряд Тейлора в окрест
ности точки а» не содержит члена со второй производной. Ограничиваясь 
в этом разложении членом с третьей производной, нетрудно свести полу
ченный интеграл по контуру Г„ к функции Эйри v(t),  после чего для функ
ции фя(г, 2, ф) получим следующее асимптотическое представление:

4 Щ2 У  я  .
■ фп ( г , г ,  Ф )  = Ф sin IVpsmUu'Po X

^  exp | ik Y 2rr0 sji 6 — ip.n arc cos (ch 6 — sh 6)) v ^   ̂
Y /i2rrn (ch 6 — sh 8) Y 2cr0 sh 6

(H)

где tn =  Y  2k- L n — Y rr0 (cl16 — sh S) 
у rr0 (eh 6 — sh 6)

Если значения г и г  связаны соотношением (8), т. е. точка наблюдения 
паходится на каустике, формула (11) переходит в формулу (10).

Для функции ф„ можно получить более простое выражение,/если в 
формуле (11) перейти к новым переменным:

г+ — г_ =  2м, г+ +  г_ =  2 w, (12)
—  ■  ■  *  '  ■  ■  ■  ■  ■ —

где г_ =  У (г — ro)2-f  z2, г + =  У(г + г 0)2+  22. В системе координат г, z 
кривыми и =  const являются гиперболы, симметричные относительно 
оси г и пересекающие ее в точках г =  и. Гипербола и =  Ьп совпадает с 
каустикой (8). Кривыми w =  const является семейство эллипсов с фоку
сами, расположенными в точке @(г0, 0) и зеркально отраженной относи
тельно оси z точке Q'. Эллипсы пересекают ось г в точках г =  w. Легко 
заметить, что 0 sg и ^  r„, r0 ^  w <  оо. В системе координат и и w фор
мула (И ) принимает следующий вид:
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■ф’
4 j /2  / я

Ф sin ц.пф sin |An<Po
exp ^ i v 2 — и2 — гр.п arccos j

у  /ш /  w2 — и.2
*» ( U .

(13)

где tn =  yr2/c2 !^n Значению =  О соответствует каустика гг

При стремлении гг к нулю, т. е. при стремлении точки наблюдения к ребру 
клина, 2„—>■ сю, а |г|)п| монотонно убывает до нуля. Область гг <С L n соот
ветствует зоне тени. При L n <  гг <  г0 (освещенная область) £„ отрица-

Фиг. 3

тельпо, фупкцпя | осциллирует, а поле нормальной волны имеет
интерференционный характер. На фиг. 3 приведены графики функций

1̂ " ) !  -----=В 1ф ..°1 (ф„°=ф„ при z =  0, р=Ф [4у2У лйsin ц„«р X
У  ки У  к* {w2 -  и2)
X sill Цпфо]-1) при Го =  30л, Ф =  10° для второй и пятой нормальных волн 
(сплошные линии). На этой же фигуре отмечены каустики для 0, 1 , ,  6-й 
нормальных волн. Расстояния между соседними каустиками постоянны и 
равны Я / 2Ф; они превышают расстояния между соседними максимумами 
нормальной волны. Первая каустика появляется на расстоянии г =  Ьа =  
=  Я / 4Ф от ребра, когда длина окружности с центром в точке г =  0, за
ключенной между гранями клина, станет равной Я / 4. Следующие кау
стики появятся, когда длина дуги станет равпой ЗЯ / 4, 5Я / 4 и т. д.

Если точка наблюдения Р перемещается по гиперболе и — const в на
правлении от оси г, то

| Ф« I =  I ф»°
Уго2 -  W

(14)
У и;2 -  а‘

т. е. |ф„| монотонно убывает как (ш2 — u2)~'h. Выражение (7) для ф„ 
можно также записать в координатах гг и гг?:

2 / 2 л  sin ivp sin р пф0
Фп = eir./i х

X

Ф V к 2 (и2 -  Ln2)(w°- -  Ln2) 

exp J tt(V  w2 — L n2 — У  и2 — L n2) -

— ipn arccos W  + Y 1 W  ~  Ln )  №  -  W ) )

V  Y w 2 -  L n> -  Y u 2 -  L 2
+



ex p  { - * - £ -  +  ik {V  u t -  Ln> +  / и »  -  W )  -

(Ln2 -  Y(w* -  Lr?) (и2 -  V » ] }  

Y l / w t - L S  +  y u ' - L r ?
Н етр у д н о  п о к а за т ь , что  это асим п тоти ческое п р ед ставл ен и е  сп р авед л и во  
п р и  и  — £ „ > * , /  р п.

4 . Д о  си х  пор мы  о п ред ел яли  аси м п то ти ку  н ор м ал ьн ы х  волн  н и зки х  
ном еров, д л я  которы х  |х„ ■<! кг0. Д л я  п о л у ч ен и я  равн ом ерн ой  аси м п тоти ки  
ф у н к ц и и  ф „(г , z, <р) п ри  ц п >  кг0 удобно восп ол ьзоваться  м етодом  стац и о
н ар н о й  ф азы . П олучен н ое так и м  п утем  асим п тоти ческое п р ед ставл ен и е  
п о л я  н орм альн ой  волны  больш ого ном ера со вп ад ает  с  ф орм улой  (1 3 ) . 
О дн ако  в этом сл у ч ае  t всегда  п о лож и тельн о  и  |ф п| м онотонно у б ы вает  
п р и  у д ал ен и и  то ч к и  н аб л ю д ен и я  от и сточн и ка . Н а ф иг. 3 п ун кти ром  и зо 
б р а ж е н а  ф у н к ц и я  Р |^ 7 ° |,  р ассч и тан н ая  п ри  г0 =  ЗОЯ, Ф  =  10°. И з с р ав 
н е н и я  кр и вы х  н а  ф и г. 3  видно, что н орм альн ы е волны  вы соких  ном еров 
(р „  >  кг0) бы стро зату х аю т  п  даю т в к л ад  в общ ее поле н а  н есколько  по
р я д к о в  н и ж е , чем  н о р м ал ьн ы е волн ы  н и зк и х  номеров.

П олучен н ы е ф орм ул ы  м ож но и сп ользовать  п ри  р асч ете  х ар ак тер и сти к  
звукового  п о ля  в п р и б реж н ой  зоне, у ч и ты в ая  при этом  только  те  н орм аль
н ы е волны , которы е хорош о во зб у ж д аю тся  источником  и  п рони каю т в 
д ан н у ю  область п ространства.

— £pn arccos P L
L uw
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