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Рассмотрено совместное решение одномерного волнового уравнения 
изгибных колебаний пластины с опертыми краями при сосредоточенном 
возбуждении в центре и двумерною уравнения Гельмгольца. Грапичные 
условия для звукового поля соответствуют абсолютно жесткому экрану на 
тех отрезках границы, где кончается пластина. Задача сведена к исследо
ванию некоторых специальных функций.

Задачи о взаимодействии ограниченной пластины с окружающей сре
дой рассматривались в литературе довольно часто. Все известные нам ре
шения (оговаривается это авторами или обходится молчанием) являются 
приближенными. Задачи решаются или без учета реакции среды, или ха
рактер взаимодействия искажается.

Колебание ограниченной пластины рассматривалось в работах Лямгае- 
ва [1, 2]. Однако окончательное решение получено для случая, когда взаи
модействием форм можно пренебречь. Вот текст (стр. 25) работы [2] до
словно: «Если размеры пластины велики по .сравнению с длиной волны 
в жидкости и если практически возбуждаются лишь собственные колеба
ния относительно высоких номеров — взаимодействием между собствен
ными колебаниями можно пренебречь».

Целью данной работы является исследовать взаимодействие собствен
ных форм колебаний. Для этого необходимо найти такой вид записи ре
шения, который позволяет уточнять их в любой степени. Нами найдено- 
решение задачи о звуковом поле и вибрациях пластины, имеющей форму 
полосы с опертыми краями. По обе стороны от пластины расположен пло
ский непроницаемый для среды экран, плоскость которого совпадает с пло
скостью пластины в положении равновесия. Мы ограничимся двумерной 
задачей в прямоугольной системе координат (ж, z), направив ось z в сто
рону жидкого полупространства, прилегающего к пластине и к экрану, а 
ось х  — вдоль пластины. Уравнение движения пластиды напишем в виде

Здесь W  — прогиб пластины, р(х , 0) — давление в среде на поверхности 
пластины, Д  р, h — параметры пластины: цилиндрическая жесткость 
плотность, толщина, со — круговая частота колебапий. Граничные условия 
для изгибных волн в пластине напишем в виде

(1)

W =  0
д ZW

W(0)  =  V. (3)
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Поле в среде подчиняется уравнению Гельмгольца:

Ухугр(х ,у)  +
0 )

Со2

дг

р(х, у) =  0,

дг

(4)

скорость звука в сре-где V*/ — оператор Лапласа , ^ху ^ 2’

де. Граничные условия для звукового поля необходимо дополнить следую
щим уравнением:

др
dz

9otfW{x)
О

при | х | <  а 
при Ы >  а.
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Решение задачи будем искать в виде

W(x) =
^  ап cos—  (п  —  j  х при \х\ а
11=0

о при | х  | ^  а. (6)

оэ
p(x,z‘) =  ^ a„p„{x,z). (7).

71 = 0

Здесь р„{х, z) — составляющая волнового поля, обусловленная гг-й гармо
никой вибраций пластины cos п(п  +  1/2)х. Волновое уравнение позволяет 
написать выражение

1 гРп (*, 2) =  \ рп (к)
у Zn

Im  ’

ikx + i
e / i - "

— K* 2

co dk (8)

V ^ - k2 >  0.

Входящий в это выражение пространственный спектр р п(к) находится из 
1 раничпых условий (5), написанных для каждой гармоники:

_ J _  С Рп(к) 
V  2я 1

V  =  cosт ( и +  т ) ■* при I■1 1< а
Ро®‘ 0 п р и  £  ^  а .

(У)
Применяя Фурье-преобразование, получаем

(т) (”+т)cos *=“
Р»(*) =

2 р0со2(—1)” (10)

Таким образом, все р„(х, z) найдены и задача определения полного зву
кового давления и поля вибраций

<х> оо
Р (х, z) — ^  а„р„ (х, z) , W(x) =  cos (я +  'А) да

71 =  0
аЛ =0

свелась к нахождению коэффициентов а„. Для их вычисления в нашем рас
поряжении имеется уравнение (1). Подставляя выражения (5) и (6) 
в уравнение (1), получаем

) - ^ r -pA(o2Ja„cos-^-(re +  — =  аяря{х, 0).
п=0 п=0

(И)
Из этого соотношения с помощью Фурье-преобразовапия получаем следую
щую бесконечную систему линейных алгебраических уравнений:

—а„уп =  У  а,уш, (12)
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где

Формальное решение этой системы, считая а0 заданным, можно написать
Ап

в виде dn = -----д " а°*

Здесь введены обозначения:

Уо1 Yo2 7оз Y04
(Yi +  Yu) 712 Yu Yl4

Yn (Y* +  Y22) Y23 Y21
Ysi Y32 (Ys +  Yss) Y34
Y41 712 Y43 (Y* +  Y44)

Ап получается из А заменой п-то столбца, столбцом

(•у* +  Yoo), Voi, Y02, Yi3, Уо:----
Выполнение достаточных условий сходимости данного метода [3] очевидно..

Основной целью для нас будет представление коэффициентов y ni 
в явном виде как функций индексов п, i7 частоты со и механических пара
метров :ро, Со, а, а затем расчет коэффициентов ап методом последователь
ных приближений (урезая бесконечную систему алгебраических уравне
ний). Прежде всего перейдем к безразмерным коэффициентам уik =  Byikf 
где

В =  (2л) р0ога, У тп =
4(—1)п т

Величины у тп' зависят от трех аргументов п, т и со а / с и их расчет, в та
ком виде, все еще весьма сложен. Покажем, что можно свести задачу 
к расчету и табулированию функций с двумя входами. Вводя обозначения 
ка =  t, а>а/с =  s, п (п  +  1/2) =  £„, напишем утп' в виде

+ а»
, _  4( —1*)n+mWmJ cos21 dt

У т п

i У«* -  f  [ t /  -  i2] [t j  -  t2]
(17>

Подынтегральную дробь разобьем на элементарные:
1 1 г 1 1

( f  -  t j )  (f-

1 f 1 l  1
- 1„2) ~  t„2 -  *m* t i* -  tn2 f - t j  I

(18)
пфт
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Введем систему специальных функций (5) заданных параметрическими 
интегралами:

+ оо

й  h(s)
—  <х> г

cos21 dt
■V — f ( t 2- t k2)

u +  0 0

COk (» )=  J
cos21 dt

2\ 2
— ccys2- t 2(t2- t h2)

Формулы (17), (18) и (19) показывают, что искомые коэффициенты у тп' 
могут быть выражены через введенные нами функции Q*(s) и сщ(5) сле
дующим образом:

4( —l ) w+n tmtn г Qn(s) — Qm(s)
тп

[ tn tт

Низшие номера Qn и о)и протабулированы и представлены в виде графи
ков на фигуре. Теперь вместо точных уравнений можно рассмотреть при
ближенную урезанную систему. При удержании трех гармоник получим

Y02Y10 — Y12 (Yo +  Yoo) (Yo +  Yoo) (Yi +  Yu) “  YotYioa{ ------------------- ----- j —a0, a2— - ■ :
Y01Y12 — Yo2(y» +  Y»i) Y01Y12 “  Yo2(Y* +  Yu)

Используя условие возбуждения, найдем, кроме того, что

{1 +
Yo2YiO~Y i2(YQ'+Yoo)
Y01Y12 — Y®2 (Yti +  Yi)

V
I (Y«+Yoo) ( Y » + Y h) — YoiYi»| 

Y01Y12 — Ym(Yi +  Yh) >

Так, например, для пластины длиной в 1 м и толщиной 2 мм учет первой и 
второй гармоник до частот 500 гц, в случае воды, дает поправку порядка 
одного процента.
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