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Рассматриваются изгибные колебания полимерных пластин, защем­
ленных и свободно опертых по контуру, выведены формулы для опреде­
ления динамического модуля упругости и тангенса угла механических 
потерь полимерного материала пластин в обоих случаях, получен пре­
дельный переход от формул динамики к формулам статики для защем­
ленной пластины. Установлены границы применимости формул статики 
для динамических режимов деформирования в условиях вынужденных 
нерезопапсиых изгибыых колебаний полимерных пластин.

Одним из наиболее распространенных методов исследования динами­
ческих механических свойств полимеров является метод вынужденных 
нерезонансных колебаний при различных видах деформаций [1, 2]. 
При этом для стеклообразного физического состояния измерения произво­
дятся в режиме изгибных колебаний круглых пластин, опертых или за­

щемленных по контуру и нагруженных в 
центре, а при обработке экспериментальных 
данных обычно используются известные фор­
мулы [3] для расчета модулей упругости, 
полученных для статических режимов дефор­
мирования идеально упругих твердых тел
[4], так как решение задачи о колебаниях 
вязко-упругих пластин отсутствует.

Рассмотрим задачу о вынужденных из­
гибных колебаниях круглой полимерной 
пластинки, возбуждаемой гармонической си­
лой Ее~ш, приложенной в ее центре при 
г  =  0 (множитель е ~ ш  в дальнейшем опус­
каем). Рассматриваемая пластинка (фиг.) 
радиуса а имеет плотность р и цилиндриче­

скую жесткость на изгиб D =  Eh*j 12 (1 — о2), где Е  — модуль Юнга, 
h — толщина пластинки, а — коэффициент Пуассона.

Известно, что изгибные колебания, распространяющиеся по пластинке, 
должны удовлетворять уравнению

А% -  к% =  0,

где £ — смещение частиц пластинки в направлении оси z,

* ^ м,±

— волновое число изгибных волп (со — круговая частота).
В нашем случае осесимметричной задачи решение однородного урав­

нения (1) в цилиндрической системе координат имеет вид
£(r) = a j 0(kr) +  a2Y0(kr) +  a3I0(kr) +а<,К0(кг),
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где /о'(йг) и У0(/сг) — цилиндрические функции Бесселя первого рода, 
/о(Ат> и К0(кг) — цилиндрические функции Бесселя второго рода. Будем 
рассматривать два случая:

1. Пластинка зажата по контуру. В этом случае граничные условия
Г _ п  о.

имеют вид [5] ^71 и? * lr=a и.
г = а

2. Свободно опертая пластинка. Для этого случая граничные условия 
будут :

°  01 = 0 , £lr=a=0.д%
di* дг т = а

В центре пластинки, в точке приложения силы F, должны выполняться 
условия конечности смещения £ и равенства силы F величине внутрен­
него поперечного усилия пластины в этой точке. Решение задачи с гра­
ничными условиями для первого случая, но без учета потерь в материале 
пластинки было рассмотрено Тютекиным [6] и Кореневым [7]; ими по­
лучена полпая система уравнений для определения коэффициентов 
а,, «2, a3 и as. в уравнении (3). Окончательное решение уравнения изгиб- 
ных колебаний зажатой по контуру пластинки после определения коэф­
фициентов имеет видI —\ U k r )

“ \ lJ k a )J . (k a )  + U k a ) J n(ka) )

+

(ka)J, (lea) +  /, (ka)Jn(ka)

AJ{( k a ) - B J 0(ka)
(ka)Ji {ka) + / ,  (ka)J0{ka)

+

70 (kr) -

(4)
где

A =
8 k"-D

[ y0{ka) + ~ K a(ka) ] , В =  ̂ - [  У, (ka)) + ̂ - K t (ka) ] .

Чтобы получить зависимость £ от потерь, надо рассмотреть знаменатель 
выражения (4) с использованием фупкции Бесселя от комплексного ар­
гумента ка, т. е. представить волновое число в виде

к =  к0 +  ia. (5)
Воспользовавшись асимптотическими представлениями функций Бесселя, 
справедливыми при &а^>1, подставив выражение (5) в знаменатель 
формулы (4), и взяв производную от модуля £, можно найти условие 
резонанса:

к0а =  я, З я . . .  (2п — 1) л. (6)
Найдем значения величин к0 и а  в выражении (5), принимая во внима­
ние выражение (2) и полагая в нем Е* =  Е' +  №" =  Е' (1 +  i tg б),

Е"
где tg б =  — —  тангенс угла механических потерь полимерной пластин- 

Е
ки [8]. При этом мы получим

/Сс -V
12<o2p (l — oz) cos б 6
-------------- ---------- cos —

h Е 4 (7)

- Я
12сй2р(1 — о2) cos б . б

¥ е ' sinT
(8)
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Подстановка в формулу (6) для п =  1 выражения (7) дает формулу 
для вычисления динамического модуля упругости полимерной пластинки 
на частоте первого резонанса /р :

4,8/PW ( l  -  о2)
Е' =

h2
л

( 1 + tg 4 ) Vl + t g 2 6

(9)

где о со 0,5 для резин, а  со 0,35 для твердых полимеров и резин в стекло­
образном состоянии [3]. Если учесть в выражении (4) соотношение (6) 
и воспользоваться асимптотическим представлением бесселевых функ­
ций при ка^> 1, ограничиваясь первыми членами в их разложении, то 
можно получить следующее выражение для резонансного смещения за­
жатой по контуру пластинки в точке приложения силы (г =  0):

(10)

Принимая во внимание формулы (8) и (9) и рассматривая абсолют­
ную величину смещения, выражение (10) можно переписать в виде

(1 + tg- )Vl +  tg2 б

sh ( 3 ,1 6 tg ^ )

|£1/ф / рУ  
0,04251Л ( И )

Из этого выражения по измеренному отношению \t>!F\ может быть 
определен тангенс угла механических потерь; определив tg б и зная ре­
зонансную частоту / Р, можно вычислить и динамический модуль Юнга 
материала полимерной пластинки по формуле (9).

Рассмотрим теперь случай свободно опертой пластинки. Если произ­
вести такие же выкладки, что и для случая зажатой пластинки, то мож­
но получить выражение для определения динамического модуля упруго­
сти свободно опертой пластинки из полимерного материала, отличающееся 
от аналогичного выражения для зажатой пластинки лишь численным 
множителем: ■

. (12)

1  +  V l  +  ( g 2 6

Величина резонансного смещения в точке приложения силы в этом 
случае будет . -

_  Faz( i  +  0,054а)
45iDs\\iaa ’

а тангенс угла механических потерь свободно опертой полимерной пла­
стинки может быть определен из следующего выражения:

( l  +  l g 2 + ) " v i  +  t g 2 6

sh  ̂2,35 t g + j

£1 hpf/a-
(0,017 +  0,008a) \F\ (14)

На основании полученных решений для £(г) в случае зажатой и сво­
бодно опертой пластин можно обосновать частотную границу применимо­
сти формул статики для расчета динамического модуля упругости (Е'), 
при измерениях па приборе ДИП [2], в котором реализуется режим вы-
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нужденных нерезонансных изгибных колебаний круглых полимерных 
пластин, зажатых или опертых по контуру и возбуждаемых в центре пе­
риодической силой.

Предварительно проверим, переходит ли формула (4), полученная 
для случая изгибных колебаний зажатой но контуру пластины при низ­
ких частотах, в формулу статики. Если положить к =  0 и осуществить 
предельный переход в выражении (4) путем раскрытия неопределенно­
стей но правилу Лопиталя, то можно убедиться, что выражение (4) пре­
образуется к виду:

^ * -0==7 F n (a2_r2) +  F T 7 r21n“ 'ibnD HnD а

В точке возбуждения, т. е. при г —>-0, второй член этого уравнения 
стремится к нулю, следовательно:

( О Н
Fa/

ibnD

Это выражение совпадает с формулой Тимошенко для прогиба упругой 
пластинки, находящейся под действием центрально приложенной силы. 
По величине этого прогиба и производится расчет динамического модуля 
упругости (Е') при измерениях на приборе ДИП.

Определим, до каких частот возможно пользоваться формулой статики 
при обработке результатов измерений, полученных на этом приборе. 
Найдем отношение амплитуды смещения изгибных колебаний полимер­
ной пластинки в точке приложения силы к величине прогиба этой пла­
стинки, определяемого формулой Тимошенко,

Г Yo(ka) + —  К0 (ка) 1 [/, (ка) +  J, (ка) ] +
2я ( L  л  J

* “  (ка)*\ h(ka)- J,(ka) + I,(ka)Jo(ka)

+  |' Y  t (ka) + ~  К,(ка) j  [/„(*«) — 1„(ка) ]

Ниже приведена зависимость х от безразмерной величины ка. Опре­
деляются границы применимости формулы (17). Поскольку для ка ^  1,6 
величина х «  1, нами использованы значения х лишь для ка ^  1,6. Как 
видно, использование формулы статики для определения F/ в случае
зажатых по 
ка =  1,8.

контуру полимерных пластин возможно до значении

ка 1,6 1,8 2,0 2,2 2,4 2,6 2,8 3,0

х 1г00 1,05 1,14 1,35 1,62 1,92 2,32 2,74

Для измерений на приборе ДИП используются образцы диаметром 
25 мм и толщиной 1 мм. Используя формулу (7), можно оценить часто­
ту, до которой возможно применять формулы статики в случае такого 
размера полимерных пластин. Например, для резин с Е* ~  108 дип/см2 
опа составляет ~  30 гц, для твердых полимеров и резин в стеклообраз­
ном состоянии с Е'  ~  1010 дип/см2 эта частота пе превосходит 300 гц.

При ка >  2 вычисления динамических механических характеристик 
полимеров нужно производить по формулам, полученным в настоящей 
работе.
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