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К ВОПРОСУ О РАССЕЯНИИ ЗВУКА НА ЗВУКЕ

О. В . Р у д е н к о ,  С . И • С о л у  л и

Рассмотрены условия, при которых возможно возникповение не­
линейного рассеяния звука па звуке. Обсуждается вопрос о существова­
нии эффекта в средах с релаксацией, при наличии акустических потоков, 
а также в случае неоднородных звуковых пучков. Все расчеты проведены 
в приближении плоских волн.

Хорошо известно, что в обычных акустических средах без дисперсии 
резонансного рассеяния звука на звуке нет.

С волновой точки зрения отсутствие нелинейного рассеяния объясняет­
ся тем, что невозможно выполнить условие синхронизма между вынужда­
ющей и собственной волнами комбинационных частот. В результате этого 
рассеянная волна испытывает пространственные биения внутри области 
пересечения звуковых пучков, и вне области взаимодействия ее обнару­
жить затруднительно. С квантовой точки зрения, указанный результат 
есть следствие законов сохранения энергии и квазиимпульса для взаимо­
действующих фононов. Эффективное взаимодействие двух волн в нелиней­
ной среде без дисперсии возможно только в том случае, когда эти волны 
распространяются в одном направлении. Тогда волны комбинационных ча­
стот могут накапливаться, но они распространяются параллельно исход­
ным волнам, т. е. мы имеем нелинейное взаимодействие, а пе рассеяние.

Ситуация может измениться существенным образом при наличии в 
среде слабой дисперсии скорости звука. При этом взаимодействующие вол­
ны остаются по-прежнему почти параллельными, но угол, под которым 
должна наблюдаться рассеянная волна стоксовой частоты, как показано 
ниже, может иметь заметную величину.

Перейдем теперь к исследованию некоторых конкретных механизмов., 
вызывающих появление нелинейного рассеяния звука на звуке.

1. Рассмотрим среду с релаксацией. Наличие релаксационных процесс 
сов можно, как известно, характеризовать феноменологически введением 
внутреннего параметра £. Так, если в средах без релаксации р =  р(р, S ) 
(давление определяется двумя параметрами), то в рслаксирующей среде 
р =  р (р, S , §). Исключая параметр £ из уравнения состояния с помощью 
уравнения реакции / dt — — (£ — g0) /т , можно получить взаимосвязь 
давления и плотности в релаксирующей среде (см. формулу (8) рабо­
ты [1]):
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Здесь и в дальнейшем мы придерживаемся обозначений, принятых в рабо­
те [1]. Интегрируя выражение (1), получим:

д2Р \ р'* ‘
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dt'. (2)
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Соотношение (2) вместе с уравнением непрерывности

-—• +  Ро ( l +  -^— )d ivv  + vVp' = 0
d t  \  ро /

и движения, которое мы выпишем с точностью до членов второго порядка 
малости

дадут нам полную систему уравнений для решения задачи.
Исключим из уравнений (4) переменную р', с помощью соотношения

(2). После этого заменим в полученном выражении и в уравнении непре­
рывности (3) \ /  Ссо =  V, р' / ро = Г, X  = у  =  СоЛ].

Эти замены позволяют сделать выкладки менее громоздкими и запи­
сать полученные формулы в более компактном виде.

В результате указанных преобразований система уравнений (2), (3),
(4) примет следующий вид:

- | l d i v V  =  -d iv (V r )  (5)

l T + V r- T V { г е -  +  М  =  - г ™ - ^ ) У - Ц ± Ч г > .  (6)

Здесь использована адиабатичность уравнения состояния, в результате чего
(д2р /  др2) и =  (у — 1)с02/ Ро.

Теперь перейдем непосредственно к постановке задачи. Пусть два ин­
тенсивных звуковых пучка с частотами cot и со2 пересекаются под углом 0, 
как это показано на фиг. 1. Ось х  направим вдоль первого пучка. Будем 
считать coiT 1, со2т 1, т. е. для исходных звуковых пучков внутренний 
параметр £ «заморожен». Это позволяет нам пренебречь третьим интеграль­
ным членом в левой части уравнения (6). Для разностной же частоты 
<о =  о, — 0)2 мы потребуем сот ~  1, т. е. для частот ~<о дисперсией ско­
рости звука пренебрегать нельзя. Обозначим правые части уравнений (5) 
и (6) — соответственно через Д и Е. Взяв от уравнения (6) div, вычтем 
из пего уравнение (5), предварительно продифференцированное по вре­
мени. Получим:

^ r(t')e т dt’ =  d i v E - ^ -

Будем решать уравнение (7) методом последовательных приближений. 
В качестве нулевого приближения воспользуемся выражениями:

V; =  Vi sin<Oi(J — £) +  FzCos.O siti <о2(/ — £cosO — y\ sin 0), (8)
=  V2 sin 0 g>2(£ — £ cos 0 — T] sin 0), (9)

r = V t sin o)i (t — £) -f- V2 sin со2(t — t, cos 0 — t) sin 0). (10)
Вычислим правую часть уравнения (7) на основе формул (8) — (10). 

В полученном выражении оставим только те члены, которые имеют часто­
ту со =  coi — о)2. Тем самым правая часть уравнения (7) примет вид: 

д D
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где

— 2cOiO)2cos 0 +  со22).

(12)
Рассеянная волна стоксовой частоты может наблюдаться в направле­

нии, определяемом вектором к =  {он — co2cos0, —(O2sin0}. С помощью

А =  cos 0(<Oi — о)2)2 — а),(о2(1 — cos 0) + Y - 1 (сог

поворота системы координат ориентируемом новую ось вдоль направле­
ния распространения рассеянной волны. В результате вместо уравнения
(7) получим:

t t—t'
Дг -  ^  Л ^ г (О е х dt' =  УХУ2Л cos <0 (t -  а£'), (13)

—оо

где a =  j/coi2 +  <ofi2 — 2coiCo2 cos 0 /  (coi — od2) .
Ищем решение уравнения (13) в виде г =  С(%)еш. Используя факт 

малости константы т, получим приближенно следующее выражение:
УУгАёгА е ш  (  г . /

а ^ Л Г { еХР1 - “ , ( 1 +
т

®2(агаг — 1) 2(1 +  сот2)?>)е
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которое позволяет проанализировать поведение рассеянной волны как при 
выполнении условия синхронизма, так как и при наличии расстройки. 
Синхронизм выполняется при условии:

1 +  771/2(1 + ® V )  =  a  (15)
что возможно лишь при малом значении угла 0С, почти параллельных ис­
ходных пучках, причем

0С2 =  771 со2 /  со! со 2 (1 +  a r t2) (16)
Формула (16), в частности, показывает, что дисперсия, создаваемая в сре­
де процессами релаксации, в случае <OiT §> 1, со2т 1 не может привести к 
рассеянию волны антистоксовой частоты. Действительно, заменяя в фор­
муле (16) всюду со2 на —о)2 получим 0С2 <  0, что невозможно.

Рассеянная волна стоксовой частоты должна наблюдаться иод углом <р,
где

tg<p «  —<о20с/со (17)
и с учетом формулы (16)

tgcp =  — [©2̂ / ( 0! (1 +<о2т2) ] +,Л (18)
Из формулы (16) и векторной диаграммы, изображенной на фиг. 2, не­

трудно заметить, что угол рассеяния стоксовой волны, вообще говоря, не
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мал, что может быть удобно для ее наблюдения. Так, например, если в ка­
честве исследуемой среды взять идеальный диссоциирующий газ [2], для 
которого возможно значение тп ~  0,2, то нетрудно создать такие условия, 
при которых угол ф достигал бы величины ~  10°.

При выполнении условия синхронизма выражение (14) принимает вид;

Г =  VJTm ?  sin со (t -  ас£'). (19)

Если условие синхронизма не выполняется, то, как видно из решения 
(14), появляются характерные биения, пространственный период которых 
зависит от величины расстройки.

В предельном случае при т —*- 0 или т оо мы имеем недиспергирую­
щую среду. Тогда 0С =  0, т. е. взаимодействие возможно только в парал­
лельных пучках, и ф =  0, т. е. стоксова волна будет наблюдаться в на­
правлении оси х. Наше рассмотрение подтверждает вывод о том, что в сре­
дах без дисперсии рассеяния нет. Действительно, в этом случае при 0 ^ 0  
появляются биения, и волна разностной частоты не усиливается, т. е. рас­
сеяние происходить не можот.

2. Если для изучения комбинационного рассеяния звука на звуке при­
меняются мощные звуковые волны, то явление будет сопровождаться по­
явлением течений, вызванных поглощением этих звуковых волн. Конфи­
гурации и величина скорости акустического потока сильно зависят от гео­
метрии системы, одиако для простоты мы будем считать, что течение возни­
кает лишь внутри области распространения звукового пучка частоты <0i — 
со скоростью и, и внутри области распространения пучка со2 — со скоро­
стью и2. Выкладки, аналогичные проделанным в предыдущем пункте, при­
водят к следующему волновому уравнению:

д2г
А г ---- — =  ViV2A cos[ (со, — (o2)t  — £(6со, — pco2cos 0 )— T|po)2sin 0], (20)

О L

где 6 =  1 — Ui} P =  1 — Uг —-слабо отличающиеся от единицы числа, учи­
тывающие влияние движения среды па скорость распространения звука. 
Здесь Ui =  Ui / Со, Uг =  и2! с0. Для того, чтобы имело место излучение 
волны разностной частоты, необходимо потребовать <os =  |k ,| 
откуда следует:

0с2 =  2о)({/1СО, — Uzio2) /  C0i(02 (21)

tg < p  =  —  [ 2 o ) 2 ( f 7 , o ) i  —  £72co2)  ( 2 2 )

Как и в предыдущем случае среды с релаксацией, здесь невозможно- 
рассеяние волны антистоксовой частоты. Эффект рассеяния будет осущест­
вляться и в том случае, если течение имеет неакустический (внешний) 
характер.

3. Представляет известный интерес вопрос о том, может ли неоднород­
ность звуковых пучков в поперечном сечении привести к  появлению рас­
сеяния звука на звуке. Если в формулах (8) — (10) предположить, что F, 
зависит от поперечной координаты т), то в правую часть волнового уравне­
ния, помимо выражения (II) войдет один член с производной:

1  d V t
coj dy\

V г sin 0  • С ( 0 ,  G)i, со2) sin [  (o>i —  co2)  t — £  (o>i —  C02 cos 0 )  +  T |0) 2 sin 0 ]

Запишем правую часть волнового уравнения в следующем виде:

^  ViV2A cos[ (coi — ы2) t — £ (со, — (o2 cos 0) +  цсо2 sin 0 +  Ф (r\) ]
(2 4 )
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где

ф Оп)
1 d in  У, С
coi dr\ А 

1 d InF ,

(25>

что физически означаетЗдесь использована малость величины
©1 dr\

dt ^>h, где й,— ширина волнового пучка со,. Если предположить, что пу­
чок гауссов, т. е. Fj =  В  ехр (—а2г\2), то добавок ф(т]) будет зависеть от 
т) линейным образом, и модуль волнового вектора в формуле (24) получит 
некоторое приращение. Однако, как показывают несложные вычисления, 
условие излучения <oe =  |к , | не выполняется пи при одном значении 
угла 0, что физически означает невозможность рассеяния.

К точно такому же выводу приводит предположение о том, что один из 
звуковых пучков затухает. В этом нетрудно убедиться, проделав расчет по 
схеме, описанной в настоящем пункте.

В заключение сделаем замечание, относящееся прежде всего к пункту 
настоящей статьи. Вывод о том, что угол наблюдения рассеянной волны 
может иметь заметную величину, в принципе позволяет сделать явление1 
нелинейного рассеяния звука на звуке экпериментальпо наблюдаемым.

Здесь необходимо отличать резонансное рассеяние, рассмотренное в на­
стоящей статье, от рассеяния звука на звуке, обычно обсуждаемого в ли­
тературе (см. работы [3], [4]). Последнее представляет собой локальный 
(ненакапливающийся) нелинейный эффект, который имеет место и в обыч­
ных акустических средах без дисперсии.
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