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СООТНОШЕНИЕ ОРТОГОНАЛЬНОСТИ ДЛЯ ВОЛН ЛЭМБА

/О. И . Б о б р о вп и ц к и й
Выведено соотношение ортогональности для нормальных волн Лэмба. 

Решается задача о вынужденных колебаниях бесконечной тонкой полосы 
в своей плоскости.

Известно [1, 2], что нормальные волны в твердом слое (волны Лэмба) 
неортогональны по толщине слоя, т. е. иптеграл от скалярного произведе
ния векторов смещений двух различных волн, рассматриваемых как функ
ции координаты, перпендикулярной поверхностям слоя, не равен нулю. 
Они также неортогопальны сопряженным волнам, получающимся из рас
смотрения сопряженной задачи. Это обстоятельство вносит дополнитель
ные трудности при решении практических задач [3]. Ниже выводится 
соотношение ортогональности для волн Лэмба и приводится пример его 
использования.

Здесь будут рассматриваться волны в тонкой полосе при движении 
частиц в ее плоскости. Полоса неограничена по координате х  и свободна 
от напряжений на кромках у =  ± Я . Задача описывается двумя дифферен
циальными уравнениями второго порядка относительно смещений их и иу 
(дипамические уравнения плоского напряженного состояния [4]) и че
тырьмя граничными условиями для напряжений аху{±Н) — ауу(± Н )  =  0. 
Решая обычным образом однородную задачу, т. е. разыскивая решения 
в виде [их(у), иу(у) ] ехр (Ая), где А =  ik, к  — постоянная распростране
ния, петрудпо проверить, что пормальные волны в полосе идентичны пло
ским волнам в твердом слое и отличаются от последних только скоростями 
распространения продольных и поперечных волн.

Неортогональиость векторов смещений, соответствующих различным 
нормальным волнам, является следствием того, что параметр А входит 
в граничные условия, а коэффициенты уравнения содержат помимо первой 
стенепи еще и вторую степень А. Такого типа краевые задачи называются 
обобщенными и для них верны далеко не все положения теории линейных 
дифференциальных операторов [5].

Для получения соотношения ортогональности задачу следует преобра
зовать таким образом, чтобы параметр А, эквивалентный операции диффе
ренцирования д /  дх, входил в уравнепия линейно. С этой целью можно 
ввести две новые переменные

/ дих дии\ „ /
Px =  EA ~ d 7 j ~ ~ ^ ) ' Py =  ~ h \

дих ^  диу \
дх ду / (1)

пропорциональные соответственно z-компоненте ротора и дивергенции 
вектора смещений, и свести два уравнения плоского напряженного состоя
ния к четырем уравнениям первого порядка:

Зи ди
А ---- +  В и --------

ду дх 2
(2)
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где и — вектор-столбец с координатами иху рх, щ, руу А — квадратная мат
рица четвертого порядка, у которой элементы a3i =  а42 =  1, <г,3 =  а™ =  
=  — 1 и остальные равны нулю, В  — также квадратная матрица, у которой 
отличны от нуля элементы Ь23 =  Ъ4! =  рсо2, 6U =  —1 I E iy bi2 =  —1 / Е 2, 
F — вектор-функция с координатами (0, /*,, 0, fx) , /* и / у — плотности внеш
них объемных сил, действующих на полосу, £ t =  Е /  (1 — а2) , £ 2 =  
=  £ 7 2 (1  + а), £  и а  — модуль Юнга и коэффициент Пуассона материа
ла. Граничные условия приводятся к следующему виду:

„  duv дих
р х  +  2 Е 2 - г ^  =  р у  +  2 Е 2 — ^  =  0 ,  у  =  ± Н .

дх дх
С помощью обычного в этом случае тождества Лагранжа [5] 
пряженную задачу:

dv л ди
----A + v B - -----=  0,
ду дх

vx +  2 Е2 = vy +  2 Ег ——
дх дх

=  0, у =  ± Н У

введем со-

где v — вектор-строка с координатами vX9 qX9 vV9 qv. Сопряженная задача 
сводится к прямой (2), (3) подстановкой

=  Руу 9* =  —иуу vy =  —рх, qy =  их,, (5)
Пусть теперь щ =  щ(у) ехр — произвольная /-ая волна Лэмба и 

vn =  vn(y) exp (Хпх) — тг-ая сопряженная волна. Умножая однородное 
уравнение (2), которому удовлетворяет вектор-функция щ,, слева на уп(у) 
и уравнение (4), в котором вместо v стоит vn, справа на щ(у)9 а затем 
вычитая полученные произведения и интегрируя по у в интервале 
[—/ / , / / ] ,  мы получаем искомое соотношение ортогональности (/ ф  п)

н

J  vn(у)щ(у)dy =  2E2(qxnuxj -  qynuyj)_нн
-Н

или в более компактном виде:
н

J vn(y)G{y)ui{y)dy =  0, (6)
— Н

где G(y) — весовая квадратная матрица 4-го порядка, у которой на глав
ной диагонали стоят единицы, gzl =  —2£2[6(у — Н) — б (у +  II) ], g,i3 =  
=  2£2[6(у — Н) — б (у +  Н) ], а все другие элементы равны нулю, 
б — функция Дирака.

Используя равенства (5), после несложных преобразований соотноше
ние (6) можно привести к следующему виду:

И

|  (OxxjUxn — axyjuyn + axxnuxj — axynuyi) dy =  0, (7)
— I I

где Ooxn, Ox»*, U xn, Щ п — это напряжения и смещения, соответствующие тг-ой 
волне Лэмба в полосе, остальные величины относятся к  /-ой нормальной 
волне, /  ф  п.

Для двух распространяющихся волн Лэмба (%s и К  — чисто мнимые) 
соотношение (7) означает, что работа напряжений /-ой волны на смеще
ниях 7г-ой волны и работа напряжений тг-ой волны на смещениях /-ой вол
ны в сумме дают пуль. В случае /  =  п левая часть (7) пропорциональна 
потоку энергии через сечение полосы, который, естественно, нулю не ра
вен. Однако па неоднородные волны (X — действительно или комплексно)
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этот физический смысл соотношения (7) не распространяется. В самом 
деле в этом случае поток энергии одной волны всегда равен пулю, в то 
время как интеграл в левой части (7) при /  =  п отличен от нуля для лю
бых X, т. к. пропорционален производпой по X дисперсионного уравнения, 
корни которого просты.

Следует отмстить, что вводя вместо рх и pv (1) другую пару неизвест
ных функций, например, аху и ахх или <уху и ауу (вариантов бесчисленное 
множество), можно получить вместо формулы (6) другие соотношения 
ортогональности. Однако все опи эквивалентны одному п тому же соотно
шению (7). Что касается полноты системы собственных вектор-функций 
iij(y) и возможности разложения по ним произвольных вектор-функций, 
то этот вопрос до сих пор подробно никем не рассматривался [5].

Соотношение ортогональности (6) удобно для решения неоднородной 
задачи (2), (3). Разыскивая решение в виде суммы и(х, у) =
=  2фн(я)*М у), где фп —- скалярные функции, после подстановки в урав-

п
нение (2) можно получить

Xn̂ ~ ~ ^ L) u’i(-y) = F (*>»)•
n

Умножая это равенство слева на вектор-строку V j ( y ) G ( y )  и интегрируя 
но высоте полосы, на основании соотношения ортогональности (6) мы по
лучаем для каждой функции (pi уравнение первого порядка с правой 
частью. После решения находим:

А н х

- 1 1  - с о
В частности, если силы заданы в сечении х  =  х0, решение при х  ^  х 0 
имеет вид:

1 н
и (X, у) =  -  У  щ(у) е*-'**-1»1 —  j  (fxax} -  fvul0) d%,

J - I I

H

где N? =   ̂VjGujd£ — квадрат нормирующего множителя. Этот результат
-н

хорошо согласуется с формулами, полученными более сложным способом
в работе [3] для дальнего поля внешних сил в твердом слое.

Автор пользуется случаем, чтобы выразить благодарность В. В. Тюте- 
кину и участникам его семинара за полезные обсуждения и советы.
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