
Том XVIII 1972 Вып. 4

УДК 534.231.1

РАЗЛОЖЕНИЕ ПОЛЯ В ПОДВОДНОМ АКУСТИЧЕСКОМ КАНАЛЕ
В РЯД ПО НОРМАЛЬНЫМ ВОЛНАМ *

Я .  Н .  В о й т о в и ч , А .  Д .  Ш а т р о в
Рассматривается задача о возбуждении точечным источником слоя 

жидкости, лежащего на однородном жидком полупространстве и ограни­
ченного сверху абсолютно мягкой стенкой. Слой, вообще говоря, неодно­
роден по вертикали. Для полного поля внутри слоя получено представ­
ление в виде ряда, причем каждый член ряда представляет собой про­
изведение функций вертикальной и горизонтальной координат. Функ­
ции вертикальной координаты такие же, как у нормальных волн, однако 
зависимость членов ряда от горизонтальной координаты не сводится к 
функции Хапкеля. Эффективность полученного разложения иллюстриру­
ется численными данными, относящимися к простейшему случаю одно­
родного по всей глубине слоя.

Расчет звуковых полей в море обычно проводят в предположении, что 
слой воды неоднороден только по вертикали. Грунт при этом считают одно­
родной жидкостью, а границу вода — воздух абсолютно мягкой [1]. Тогда 
задача определения поля, возбуждаемого точечным источником, сводится 
к решению следующего уравнения для амплитуды звукового давления:
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где z — глубина точки наблюдения, г =  Ух2 +  у2 — горизонтальное рас­
стояние между источником и точкой наблюдения, z0 — глубина располо­
жения источника, II — глубина слоя, к  — волновое число в грунте, m(z) — 
относительная плотность слоя, равная единице, если z >  //, n(z) — отно­
сительный показатель преломления слоя, равный единице, если z >  Н. 
Поле U(z, г) должно также удовлетворять условию излучения (временная 
зависимость предполагается в виде ехр(ш ?)).

Наиболее распространенным является представление решения задачи 
(1) в виде интеграла типа Фурье — Бесселя [1, 2] (интегральное разложе­
ние по продольному волновому числу). Деформацией контура этот инте­
грал нельзя полностью преобразовать в сумму соответствующих вычетов; 
к этой сумме (нормальные волны) всегда необходимо добавлять интеграл

* Основные результаты - этой работы докладывались па V Всесоюзном симпо­
зиуме по дифракции и распространению волп (Ленинград, июнь 1970 г.)



вдоль берегов разреза (боковая волна). Интегральное разложение такого 
типа поддается аналитическому исследованию лишь в дальней зоне, где 
к интегралу можно применить асимптотические методы оценки [1].

Вблизи источника единственным способом определения поля является 
численное интегрирование. Если глубина слоя достаточно велика, то ин­
тегрирование сопряжено со значительными трудностями, так как подынте­
гральная функция быстро осциллирует и, кроме того, имеет особенности 
на контуре интегрирования или вблизи него [2]. От особенностей удается 
иногда избавиться специальной деформацией контура [3, 4], но осцилля­
ц и и , как правило, остаются.

В настоящей работе для поля внутри слоя получено представление 
в виде ряда. Этот ряд получен из интегрального разложения поля по по­
перечному волновому числу. Заметим, что для случая двумерных слоистых 
волноводов аналогичное интегральное разложение хорошо известно в элек­
тродинамике 5— 7 ].

В работе 8] для диэлектрического двумерного волновода получено и 
соответствующее дискретное представление.

Ниже мы, следуя работе [7], получим решение задачи (1) в виде ин­
тегрального разложения по собственным фупкциям однородного диффе­
ренциального уравнения
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Решения cp (z, и2) , ограниченные (но пе убывающие) при z обра­

зуют непрерывный спектр, заполняющий полуось 0 <  х <  Очевидно, 
что вне слоя функции непрерывного спектра имеют вид

Ф (z. х2) =  ф (Я — 0, х2) cos х (z — I I )  +

ф (Я — 0, х2) = ф ( Я  +  0, х2),
1 Ф' (Я -  0, х2) =  ф' (Я +  0, х2) .

+
1

ф '(Я  —0, х2)
sinx(z — Я)

х (г >  Я ). (3)
то ( Я -  0)

Наряду с функциями непрерывного спектра может существовать дис­
кретный набор решений задачи (2) <p(z, х„2) =  фР(г), убывающих при 
z —*■ оо. Вне слоя такие решения должны иметь вид

Фp(z) = ф Р(Н)е~‘х1>(г-Н) (z >  Я ), (4)
причем atp" < 0  (хР =  Хр' +  ixp"). Здесь и ниже под Я  понимается Я  — 0. 
Внутри слоя фр(г) являются решениями краевой задачи

[ - 4 “v<P/(z) 1 + - 1 г {/с2[«2( г ) - 1 ]  +  Хр2>Фр(г) =  0 
L m(z) 1

т(Н)

m(z) 

фр (0) =  0,
ФР' (Я) +  гхрфр (Я) =  0.

(5а)

(5б)

(5П)

В литературе [9—12] подробно исследован частный случай этой задачи 
(m(z) =  1), встречающийся в квантовой теории рассеяния.

В дальнейшем пас будут иптересовать все собственные функции зада­
чи (5), а пе только соответствующие к ” <  0. Отметим некоторые особен­
ности этой задачи. Мы будем считать m(z) и n(z) вещественными доста-
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точно гладкими на интервале (О, Я) функциями, причем m(z) >  0 и 
т(Н) Ф 1. Очевидно, что вместе с х р и фР(г) собственными элементами за­
дачи (5) являются —хр* =  —Хр' +  ^Хр" и соответственно фp*(z). Умножая 
(5а) на фу* (z) и интегрируя по интервалу (0, / /) ,  получаем

я .
х /  j  IФР(Я) | 2 -  2хР"  f — —  IФр(z)\4z\=  0.

I . J m(z) J

Отсюда следует, что х /  =  0, либо хр" >  0. В асимптотике ( | х3 
имеет место

0, если тгс(#)>1,

(6)

оо)

к pH — тср »~| 1п m { H )+  1 
/г а (й ) -1 + лк -, если т(Н)<^  1. (7)

Следовательно, задача (5) имеет бесконечный спектр, но только конечное 
число собственных значении расположено в нижней полуплоскости — на 
мнимой оси.

Функции ф (z, х2) и фp(z), соответствующие непрерывному и дискрет­
ному спектрам задачи (2), обладают ортогональностью [7]:

f — —  ф (*, х2) Ф (z, х2) dz =  N 2 (х2) б (х -  х ) , 
J m(z) (8*)

С О

S
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m(z)

Фл (z) Фз (z) ̂ z =  iV/6 (8°)

i
f — —— cp (z, X2) фр (z) dz =  0,
J m(z)

где для нормировки непрерывного спектра справедлива формула

N2 (хг) =  —  I  m  ■ ф" <Я- *’>+  <Я> 1  •2 1.х*т*(Я) J

(8°)

(9)

Нормировку дискретного спектра, учитывая формулу (4), можно написать 
в виде

и . .
N / =  Г — —  Фр2 (z)dz +  —— фр2 (Я ). (10)

у m(z) 2ixP

В дальнейшем все собственные функции фР(г) задачи (5) будут предпола­
гаться нормированными так, что NPA =  1.

На интервале (0, оо) система функций ф(z, х2), фР(г) (0 <  х <  оо, 
Хр" <  0) является полной в классе квадратично интегрируемых функций 
[13, стр. 343], т. е.

1 о® 1 ^
7 -г- f -Л.2/ :ч- Ф (2, X2) Ф (z0, х2) d x ------—  V  фр (z) фр (z0) =  б (z -  Хо).

m(z) J Лг(ха)
(И )

Полнота этой системы позволяет искать решение исходной задачи в виде
оо

и  (z, г) =  J F (г, X2) Ф (z, х2) йх +  Fp (г) фр (z). (12)

Подставляя выражения (12) и (11) в уравнение (1) и учитывая ортого­
нальность (8), можно получить дифференциальные уравнения для F(r, х2)
518



и Fp(r). Решениями этих уравнений, удовлетворяющими условиям излу­
чения, являются функции

ф(*о, и2)F (г, хг) = -  яШо2) (hr) ,
N (у.)

F „ ( r )  = -л г //0<2)(/гр'')фр(2о),

(13а)

(13°)

где h  =  ]/&2 — х2 и hp =  У к2 — х р2, причем h >  0, если х2 <  A2, Im h <  О, 
если х2 >  /с2, >  0.

Подставив выражения (13) в формулу (12), получим искомое разложе­
ние ноля по поперечному волновому числу

со

t / ( z , r ) = - 2 i j — х2ф (z0, х2) ф (z, х2)
X

т2(П)
Ф ” ( Я , х 2 )  +  х 2 ф 2 ( / / , х 2 )

X Я0<2> (Ar) dx — фр(г0) Ф,> (г)Я0<г> (ftPr). (14)

Напомним, что суммирование здесь распространяется лишь па те соб­
ственные функции <pP(z) задачи (5), для которых к Р"  <  0. В электроди­
намике волны фр(г)//0(2) (АРг) с такими поперечными волновыми числами 
Хр называют поверхностными. В дальнейшем мы будем пользоваться этим 
термином.

Для частного случая однородного слоя представление типа (14) было 
получено в работе [3] преобразованием интегрального разложения по про­
дольному волновому числу.

Перейдем теперь к рассмотрению дискретного представления поля. Из 
формулы (14) мы получим представление поля в виде ряда. С этой целью 
мероморфный подынтегральный множитель в этой формуле мы разложим 
на простейшие дроби. При таком разложении будут использованы все соб­
ственные значения и собственные функции задачи (5).

Из общей теории дифференциальных уравнений следует, что выра­
жение

х2Ф(*о,ха)<P(z, х2) 

ф,! (Я, х2) +  х2ф2 (Я, х2)
те2 (Я)

представляет собой мероморфную функцию х2 с полюсами в точках хД  
соответствующих собственным значениям задачи (5). Используя известную 
асимптотику функций <p(z, х2) и cp'(z, х2) при |х | *->- оо внутри слоя и про­
должение (р (z, х2) за пределы слоя (3), легко показать, что выражение (15) 
при z +  z0 ^  2II является ограниченной па некоторой расширяющейся 
последовательности контуров функцией х2. Поэтому если все полюсы функ­
ции (15) простые и пуль нс является собственным значением задачи (5), 
то выражение (15) при z +  z0 ^  211 допускает представление (разложе­
ние Миттаг-Леффлера)

Х р 2 х 2 —  Х р 2

где ср — вычеты функции (15) в полюсах хР2. С помощью формулы

[ ф' **) +  *»*ф (И’ 1  V* =1 ' 7 П ( Н )  J
» 1

=  (Хр2 X2) f    ср (z, х2) фр (z) dz,
: m(z)

(17)
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которая следует из формул (2) и (5), легко найти вычеты ср и получить 
разложение

Х2ф (z0, X2) Ф (Z, X2) „  Х2фр (Zo) фр (z) ^
1

=  2
ф'2 (Я, х2) +  х2ф2 (Я, х2) 2ixP(x2 — хр2)

• т2(Н)
Подставив это выражение в формулу (14), мы получим искомое разло­

жение поля

U (z,г) =  £ Фр(z0)фр(z)Ф(г,хр) (z +  z0<  2Я). (19)

Для Ф(г, хр) путем довольно громоздких выкладок, которые мы опускаем, 
можно получить выражение

оо

Ф (г, X,.) =  ie-  Ik г e~l dt
Г \ - = =
I. j  Vx.pV2 -  2i2£/cr£ — f* - - ЧХрГ J

— KiH'f  (hvr) для поверхностных и вытекающих волн,
‘ 0 для остальных волн, * '

где hp =  Укг — Хр2, причем hp >  0 для поверхностных волн и Im hp <  О 
для вытекающих. Вытекающими волнами мы, пользуясь терминологией 
работы [14], называем нормальные волны, поперечные волновые числа ко­
торых лежат в первом квадранте комплексной плоскости х ниже кривой

кХ (21)//% =
№  +  х '2

Разложение (19) сходится к искомому полю (абсолютно и равномерно 
по z) лишь при 0 ^  z ^  2II — Zq. Это условие выполняется, в частности, 
если источник и точка наблюдения расположены внутри слоя, включая 
границы. Члены ряда (19) ведут себя как 1 / р\

Система функций cpP(z) полна и линейно независима па интервале 
(О, 2Я) [11]. Полученное же разложение (19) сходится к полю па интер­
вале меньшем, чем (0, 2Я). На этом интервале функции <pp(z), естественно, 
линейно зависимы, и поэтому разложение (19) не единственно [12]. Все 
другие разложения могут быть получены из разложения (19) путем по­
членного сложения с разложением тождественного нуля на том же интер­
вале. В частности, при z +  z0 <  2II  имеет место тождество

(22)^ . ) ф,М  _ 0 (г +  2, < 2 й ) |
Xv

вытекающее из очевидного равенства

хф (z0, х2)ф(г, X2)о>J dx =  О, (23)
— со ф/2 (Я, х2) +  х2Ф2 (Я, х2)

т2(Н)
если в нем замкнуть контур интегрирования в верхней (или пижпей) по­
луплоскости. Это дает возможность наряду с формулой (19) написать

U (г. г) -  фр (z„) фр (г) Ф (г, х ,) (z +  z0< 2 H ), (24)

~ 1 
где Ф отличается от Ф отсутствием слагаемого —* в квадратныхХпГ
скобках формулы (20). Чтобы тождество (22) и, следовательно, выражение
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(24) имели смысл и при z =  z0, суммирование следует проводить попарно 
(хр и —-Хр*).

Тождество (22) несправедливо при z +  z0 = 2Я, поэтому разложение 
(24) сходится к полю U(z. г) па полуоткрытом интервале 0 ^  z <  211 — z0 
неравномерно по z. Оно не позволяет рассчитать звуковое поле в том слу­
чае, если и источник и точка наблюдения находятся на дпс. Для численных 
расчетов ряд (24) малопригоден, так как его члены убывают по модулю* 
лишь как 1 1р.

Одпако при малых г представление (24) может оказаться удобнее, чем
(19), поскольку при г =  0 функции Ф (г, х,,) имеют более слабую особен­
ность, чем Ф(г, х Р). Поле U(zy г) при г =  0 и z ф  zQ нс имеет особенности,

однако не может быть вычислено с 
помощью (19) или (24).

Рассмотрим теперь численные ре­
зультаты. Разложение (19) было по­
ложено в основу численных расчетов, 
выполненных на ЭВМ для простей-

w

5

о

- 5

-10

шего случая однородного по всей глубине слоя m(z) — т, n(z) п 
(О <  z <  Я ). Ненормированные решения задачи (5) для этого случая 
очевидны.

Фр(z) =  sin Уq +  (хРЯ )2 — , (25)
а

где q =  кгН2(пг — 1). Собственные числа хР/ /  находятся из известного 
дисперсионного уравнения

Уя +  (x,>ff)2ctgYg +  (*Р#)2 +  imKpH =  0. (26)
Ограничимся практически интересным случаем т <  1. Тогда при q =  0 
(п =  1) явное решение уравнения (26) имеет вид (ср. с формулой (7))

к±гН = ^ ^ ± п р + ^ - 1 п ^ ^ -  (р =  1; 2; 3 ; . . .  )• (27)

Все численные расчеты соответствуют т  =  0,5. Проследим за поведе­
нием корней уравнения (26) в зависимости от q (несколько первых корней 
приведено па фиг. 1). О поведении корней аналогичных уравнений см. 
[13, стр. 332, 15, 16]. Увеличение q от 0 (п >  1) вызывает перемещение 
хрЯ  в направлении к мнимой оси. При некотором значении q корпи, дви­
гающиеся симметрично в левой и правой полуплоскостях, доходят до мни­
мой оси и сливаются на ней в двойной корень. Этот корень сразу же распа-
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дается на два простых, которые перемещаются по мнимой оси — один

вверх, другой вниз. При q
к

корень, двигавшийся вниз, достигает

начала координат и переходит на мнимую отрицательную полуось. Так 
возникает первая поверхностная волна. Таким же путем на мнимую отри-

/ 9jx2\  25п2 \
дательную полуось попадает второй корень q ------— J  7 третий^? ^ J  >

и т. д.
При изменении q в отрицательную область (п <  1) первые корни уда­

ляются от мнимой оси. При q ->— со эти корни могут сколь угодпо близко
подходить к действительной оси в окрестностях точек кН  =  —q. Кор­
ням с малой мнимой частью (и положительной действительной частью)

-ч- -2 о г и агцу

соответствуют слабо вытекающие волны, существующие при высоких ча­
стотах, когда из-за скользящего падения волн па границу раздела сред по­
следняя по свойствам близка к абсолютно отражающей границе. Слабо вы­
текающие волны могут определять характер ноля па весьма значительных 
расстояниях от источника.

На фиг. 2 приведена рассчитанная по формуле (19) зависимость

\V\ = —------ от безразмерного горизонтального расстояния nkr. Значения
2 тппк

параметров, отвечающих различным кривым, приведены в табл. 1. При зна­
чениях параметров, для которых имеются в литературе [2; 1, стр. 335] 
численные данные, наблюдается полное совпадение наших результатов 
(кривая 1) с известным. На фиг. 3 приведены распределения амплитуды 
и фазы поля по глубине на горизонтальных расстояниях, отмеченных па

Т аблица 1

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

п 0.5 0.5 0.5 1.1 1.1 Zr>
я 0.25 0.25 0.75 0.25 0.25

nkli 0.84 5 10 10 20 11
Z

ТГ 1 0.75 0.25 1 1
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Т а б л и ц а  2

hkr 1 2 5 10 2 0 50 Т о ч н о

1 m
arg V

0.13
4.63

0.18
2 . 2 2

0.124 
0.658

0.1017
0.633

0.10099
0.6722

0.10099
0.6728

0.10099 
0.6730

5 \ у \
arg V

0.059 
O'. 74

0.094
5.54

0.1056
5.132

0.10588
5.1286

0.10583
5.1294

0.10533
5.1294

1 0 W | 
arg V

0.039
2.26

0.076
1.483

0.08556
1.4858

0.08561 
1.4848

0.08560
1.4851

1 0 0 l v \
arg V

0.00425
4.5587

0.00432 
4.5617

0.00432
4.5625

кривых фиг. 2 крестиками, при соответственных значениях параметров. 
Номера кривых соответствуют фиг. 2. При этом для кривой 4 на фиг. 3 под

V  подразумевается величина
U

8тпк  ’ а для остальных кривых — согласно

прежнему определению. Некоторое представление о реальной сходимости 
ряда (19) дает табл. 2, в которой приведены приближенные значения ам­
плитуды и фазы поля в зависимости от числа М  пар членов (соответствую­
щих хр и — х Р* )  для следующих значений параметров: т  =  0,5; п =  0,5; 
пкН =  10; z0 =  0,75//; z =  0,25Я.

В заключение авторы выражают благодарность Б. 3. Каценеленбауму 
и В. В. Шевченко за постоянное внимание к работе. За ряд ценных заме­
чаний авторы признательны Н. Е. Мальцеву.
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