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Рассмотрен процесс образопапин ударной волны из квазигармопиче- 
ского начального возмущения со случайной огибающей. Найдены стати­
стические характеристики длины формирования ударной волны.

Как известно, при распространении полны в нелинейной среде без дис­
персии се профиль искажается вплоть до образования скачка переменных 
поля. Исследование звуковых волн, возникающих при использовании та­
ких сравнительно интенсивных источников шума, как струи, кавитацион­
ные области и т. н. приводит к проблеме прохождения шума через нели­
нейную среду. Эта проблема наиболее подробно обсуждена для случая 
сильной дисперсии или поглощения, когда полна представима в виде ко­
нечного числа квазимонохроматичсских компонент [1, 2]. При слабой 
дисперсии (поглощении), когда существенны нелинейные искажения вол­
ны, получение каких-либо статистических характеристик процесса связа­
но с решением нелинейных уравнений в частных производных и, как пра­
вило, производится численными методами [3—5].

Ниже исследуются статистические характеристики длины формирова­
ния разрыва в волне при квазигармоническом возмущении со случайной 
огибающей. Задача рассматривается для двух практически интересных 
случаев вероятностного распределения начального возмущения. Показа­
но, что с учетом статистических граничных условий длина, на которой 
образуется разрыв, в среднем увеличивается.

В отсутствии диссипации и при выполнении условия излучения реше­
ние уравнений акустики имеет вид Римановой волны [6]
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где с — скорость звука, v — скорость частиц газа, у — показатель адиаба­
ты, F — функция, определяемая из граничных условий.

Для ряда практически интересных задач корреляционная функция на­
чального распределения скорости имеет вид

К 9 (т) =  к ( т) Cos соот, (2)
где к(т) меняется мало па интервалах а>0~1. В этом случае г; (О, I) можно 
считать квази гармонической функцией со случайной огибающей.

v (0, t) — U (t) Sin [(dot +  (р (t) ], (3)
причем U (t ) и (р (I) — медлепно меняющиеся функции.

По мере распространения профиль волны искажается и решение (1) 
справедливо до точки xs, где производиые от скорости обращаются в бес­
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конечность. Используя для нахождения хл обычные условия dt / dv =  
— d2t I dv2 =  0 при x =  x a, найдем в первом приближении

z a(t) = -------—----------- , (4)

где (о (0 обозначает «мгновенную» частоту: со (0 =  о)0 +  <9ф / dt.
Так как амплитуда и частота волны являются случайными функциями 

времени, то х я также является случайной функцией * **. Соотношение (4) 
показывает, что имеет место нелинейное безынерционное преобразование 
случайных сигналов; такие преобразования рассматривались в ряде работ 
[7, 8]. Так, по данной совместной плотности вероятности v можно 
найти одномерную плотность вероятности длины образования разрыва.
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С помощью W ( x t, t) в принципе находятся все моменты величины х.. 
Аналогично формуле (5) можно было бы написать и многомерные плотно­
сти вероятности длины образования разрыва, однако соответствующие 
выражения получаются громоздкими.

В дальнейшем мы ограничимся стационарными случайными процесса­
ми и рассмотрим два практически важных случая распределения входно­
го шума: нормальное распределение скорости частиц газа на входе нели­
нейной среды и равномерное распределение амплитуды (частоты) волны 
скорости v (0, t ) .

\.  Нормальное распределение скорости у (О, t) :
1 ,-oV2 о*

У2я а
(в)

Как известно, в этом случае амплитуда и частота являются связанными 
случайными функциями и их совместная плотность вероятности имеет
ВИД ** [7):

W  (to, U) =
и-

У2л Да3
ехр

—U2[ G)i2 — 2со0(о +  О)2]
2а2Д2

(7)

где
со

ш,2 =  J  ©25„((o)dffl, А2 =  f (о) — (o0)25„(o))dQ,— ОС
S): (со) — спектральная плотность скорости v, которая легко находится по 
известной функции корреляции К„(т). Введем безразмерные переменные

6 =  Д/соо, А =  и  I о. у =  хло0 а(1 +  у) /2 с2, £ =  со , /  о)0. (8)
Подставляя выражения (7) и (8) в формулу (5) и ограничиваясь случа­
ем узкочастотного спектра ( Д < о ) 0; £ 2 1 ~ 6 2< 1 ) ,  имеем для W (?/)
следу юще е вы р а жен и е:

W  (у) =  - J L -  { 26 у с -1'*52* +  У л/2 [ 1 -I* Ф (1/У2 6 у) ] е_|/2у5}, 
У2л уЛ  }

.0 )

где Ф (г )— интегральная функция Лапласа [9]. График W (у) приведен 
на фиг. При малых и больших значениях величины б у легко найти более 
простые асимптотические выражения для W(y).  Если 6 у ^  1 (при этом у

* Аналогично случайной функцией является и время образования ударной вол­
ны — t t, связанное с х$ в однородной среде простым соотношением ta =  х я /  с.

** При этом предполагается, что сопряженная (3) функция U(t) cos [w0£ +  ф(0 I 
также распределена по нормальному закону (6).
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не обязательно мал!), то

w (у) ~ - А - <10) 
У

В противоположном случае (бу ^> 1), мы имеем

W{y) ж У2/.тгб/у2. (11)

Как видно из фигуры, на большом интервале изменения у функция W (у) 
может быть аппроксимирована простой формулой (10). Максимальное 
значение W{y)  достигается при у =  1 / УЗ (для монохроматической

волны с постоянной частотой со0 и 
амплитудой А0 =  Утс/ 2 * безразмер­
ная длина образования ударной вол­
ны равна У2/я) .  Хотя максимум 
плотности вероятности смещается в 
область малых значений у, тем не 
менее, как будет показано ниже, 
средняя длина, на которой формиру­
ется ударная волна, возрастает но 
сравнению со случаем волны с по­
стоянными о)0 и 4 0.

Как следует из формулы (11), 
W{y)  спадает медленно при боль­
ших у , что не обеспечивает сходимо­

сти интегралов  ̂ y nW{y)dy {п =  1, 2 ,. .) .  Это связано с неприменимостью
и

замены реального возмущения i>(0, t) квазимопохроматичсской волной
(3) и приближенностью формулы (4) при частотах |со — со0| > А  (При 
этом но выполняется условие медленности изменения огибающих). Ука­
занные условия выполняются лишь при изменении частоты в конечном 
достаточно малом интервале. Заметим, что амплитуда волны может изме­
няться в широких пределах, так как при узкочастотпом снектре [7] 
W {(1А / dt) ~  б {dA / dt) (6 (z) — дельта-функция Дирака) и медлен­
ность изменения амплитуды имеет место.

В отсутствие случайных изменений частоты (б =  0) плотность веро­
ятности W (у) согласно формуле (10) при больших у ведет себя как у”3 и, 
следовательно, расходящимися являются все моменты функции у, начи­
ная со второго, в то время как среднее значение длины образования удар­
ной волны конечно. Такое поведение моментов легко объясняется видом 
плотности вероятности амплитуды (12). Действительно, дисперсия ампли­
туды является величиной порядка единицы, а функция x,(U)  обращается 
в бесконечность при U -*■ 0. Поэтому вклад малых амплитуд становится 
существенным. Среднее же значение амплитуды не мало, что и приводит 
к конечному значению <у>. Заметим, что в отличие от флуктуаций часто­
ты, мы пе можем приписать расходимость дисперсии у нестационарности 
«хвоста» плотности распределения (12) при A-+Q  или приближенности 
формулы (4), так как при малых А неравенство | v (0, t) | <  о выполня­
ется особенно хорошо, и в этом случае процесс у(0, t) является тем более 
нормальным, даже если в целом распределение /;(0, t) пе описывается 
формулой (6). Таким образом, расходимость высших моментов у не явля­
ется результатом каких-то приближений при переходе от выражения (1)

W

* При нормальном распределении скорости амплитуда волны распределена но 
закону Рэлея

W(A)  =  А ехр (—Л2/2)  (12)
со вредней амплитудой Ул /  2. 
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к формуле (12), и обусловлена видом распределения начального воз­
мущения.

На самом деле, однако, существует ряд причин, приводящих к конеч­ен
ности значений интегралов  ̂ ynW(y)dy  (п =  1, 2 ,. . .) .  При написании

о

вяз-

решения (1) мы пренебрегали вязкостью среды, из-за которой волны ма­
лой амплитуды в ударную не превращаются. Поэтому естественно рас­
сматривать процесс формирования ударной волны на участке 0 <  у <С /,

/  сг (1 +  у) \
где I — эффективная длина затухания ^  =  — —  J ; здесь р —

кость. В этом случае все моменты у окажутся конечными. Укажем еще 
на одно возможное условие ограничения интервала значений у, связанное 
с конечностью размеров среды. В этом случае волна, не успевшая сформи­
роваться в ударную, после выхода или после отражения от границы уже 
не описывается решением (1) и ее нужно исключить из рассмотрения.

Таким образом, при нахождении всех характеристик длины, на которой 
образуется разрыв в волне, необходимо ограничиться определенным ин­
тервалом изменения у и выражением (10) для W{y),  Средняя длина фор­
мирования ударной волны с учетом выражения (10) легко вычисляется

<*/>=J yW  (у) dy =  У л/2. (13)

Как видно, средняя длина у больше, чем для монохроматической волны 
со средней амплитудой А, что объясняется разным вкладом волн различной 
амплитуды в силу нелинейной связи между х я и U .

Дисперсия координаты образования ударной волны с учетом (10) бу-

=  <(у -  < у » 2> =  - E i ( - l / l )  -  1, . (14)
где Ei(z) — интегральная показательная функция [9]. Как уже указыва­
лось, для распределения начального возмущения по нормальному закону, 
дисперсия зависит от эффективной длины I.

2. Наряду с рассматриваемым выше случаем нормального распределе­
ния начального возмущения скорости важную роль для приложений иг­
рает случай равномерного (или близкого к нему) распределения амплиту­
ды или частоты падающей волны. Если дисперсия мала, реальное распре­
деление амплитуды (частота предполагается постоянной) может быть 
аппроксимировано выражением:

" « Н о
/го \U — U0\ < a  

\U — С701 >  а . (15)

В этом случае, используя формулу (5), нетрудно найти W{xt) и вычис­
лить <я*>, <я32> и другие характеристики длины формирования ударной 
волны

<#,> In
1 +  a/f/c

Ox
( l + Y ) 2 a>o2 t/(

(1 +  у)(йоО 1 — O/Uo

- Г ____ -
,2 L l - ст7£/с US , _ 1 +  a/U- ——la2

1 -  a/U,Н

(16)

Таким образом и в этом случае среднее значение координаты образования 
ударной волны больше, чем в отсутствие флуктуаций амплитуды началь­
ного возмущения. Аналогичные результаты получаются при учете флук­
туаций частоты.
7 Акустический журнал, № 4 593



В заключение необходимо отметить, что полученные результаты спра­
ведливы для нелинейных акустических волн в однородной среде. Тем не 
мепее указанный подход может быть применен и для исследования про­
хождения шума через регулярные слабопеоднородные среды. В этом слу­
чае координата образования разрыва находится из уравнения [10].

где ф(д?) — функция переменных параметров среды: скорости, плотности 
и т. д. Аналогичный подход можно использовать и для нестационарных 
сред.

Авторы благодарны А. В. Гапонову и Л. А. Островскому за полезные 
обсуждения.
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