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Проведен расчет распределения звукового давления и колебательной 
скорости вдоль главных осей однородных цилиндрических линз, обладаю­
щих фазовой аберрацией. Показано, что наличие фазовой аберрации при­
водит к отсутствию пулевых значений ноля и возрастанию побочных мак­
симумов в фокальной плоскости и к обострению минимума распределения 
вдоль акустической оси.

В работах [1, 2] показано, что замкнутые однородные цилиндрические 
.линзы в виде сплошного цилиндра с постоянным показателем преломления 
могут осуществлять достаточно острую фокусировку плоских акустических 
волн, приходящих с любого направления *. Однако присущая таким лин­
зам фазовая аберрация, величина которой пропорциональна отношению 
D /Х  о (D — диаметр линзы, А* — длина волпы в среде), вызывает умень­
шение коэффициентов усиления звукового давления и колебательной ско­
рости [3 ]. Одновременно изменяется распределение звукового поля в фо­
кальной области линзы. В работе [2] рассчитано распределение давления 
в фокальной плоскости для нескольких значений D  / Х0 и показано, что на­
личие фазовой аберрации приводит к отсутствию нулевых значений поля 
и возрастанию побочных максимумов в распределении давления. Распре­
деление поля вдоль акустической оси, которое является важной характе­
ристикой любой фокусирующей системы, в работе не рассматривалось. 
В настоящей работе рассчитываются распределения звукового ноля вдоль 
главных осой однородной цилиндрической линзы в предположении произ­
вольной величины фазовой аберрации.

Воспользуемся формулой (2) работы [3] и введем декартовы коорди­
наты точки наблюдения y =  r0s in a 0, z  =  —r0cos a0, причем у  отсчитыва­
ется в фокальной плоскости линзы, а z  — вдоль ее акустической оси, в на­
правлении к оси цилиндра. Полагая cos a ~  1 — сг / 2, обозначая w  =  ky a„„ 
v  =  k z a m2 12, вводя новую переменную t  =  a  /  a m и учитывая, что соглас­
но работе [1] фазовая аберрация с погрешностью не более 5% выражается

4  p t2 /  t* \
формулой <р (0  = ------ ( 1 --------I , где 6 =  koDa^n1 /  16 — максимальное

Т) \ Т) /

значение фазовой аберрации па сходящемся волновом фронте, ц =  2(2 — 
— п) /  а т\  получим

—  =  К0е-<ш+кг~лП) A (w, v, р). (1)
т з  Р°п  этом выражении

А  (и», у, Р) =  - f -  \ е *  е  ’ 1 l e iw le iv , ‘d t < (2)
— I

Ко  =  У2k f n a m — коэффициент усиления звукового давления на цилипдри-

* Если волновой фронт и ось цилиндра параллельны.
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ческом волновом фронте с радиусом кривизны /  и углом раскрытия ат при
Р =  0 [4].

Рассчитаем распределение звукового давления в фокальной плоскости 
линзы. Для этого положим в выражениях (1) и (2) v  =  0, разложим подын­
тегральные сомножители в степенные ряды, перемножим их и проинтегри­
руем почленно. После ряда преобразований мы получим выражение для 
распределения звукового давления в фокальной плоскости однородной ци­
линдрической линзы

со

р ) =  Ут]
(8«р)"

и—о (2 п +  1)!!
а„ (ю) +

( 1 - 1 1 )  Л  ( —  4 г Р ) ' '  / 1 - т ) \  "£2 LJ,  (»  +  1)
П = 0

г (^ )  /•( « 0 ,
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/ » ( » ) = 2 ^
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( -  W 2/ 4)*
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АДм^Тл) — цилиндрическая [5 ], а — гипергеометрическая функции.
При р -+■ 0, когда фазовая аберрация исчезает (это соответствует ма­

лому углу раскрытия сходящегося волнового фронта), выражение (3) со­
впадает с формулой (3) работы [6] для рас­
пределения давления в фокальной плоскости 
цилиндрического волнового фронта с малым 
углом раскрытия. При Р ¥= 0 ряд (3) сходит­
ся достаточно быстро, и для значений р ^  1,1, 
когда согласно работе [3] коэффициент уси­
ления падает не более чем на 10%, первые 
4 члена ряда дшот погрешность нс более 11%.
На фиг. 1 показаны два распределения 
\р\ /  (р | шах, рассчитанные с помощью первых
4-х членов ряда для случая, когда показатель 
преломления имеет оптимальное значение 
Поит =  2 — За,,,2 /  7, т. е. величина ц =  6/7,
Кривая / соответствует р =  1,1 (когда К  =
=  0,9 Ко), 2 — р =  0,75 (Л: =  0,95 К 0).  Кри­
вая 3  взята из работы [6] и соответствует 
случаю, когда Р =  0 , К  =  К0.

Мы видим, что увеличение фазовой аберрации приводит к отсутствию 
пулевых значений поля в фокальной плоскости, к расширению и возраста­
нию уровня побочного максимума в распределении звукового давления. 
Форма основного максимума при малых аберрациях р <  1,1 практически 
не изменяется.

Для сравнения на фиг. 1 кривыми 4 и 5  показано распределение поля 
сходящегося сферического волнового фронта при отсутствии фазовой абер­
рации (кривая 4, р = 0 )  и при наличии фазовой аберрации (кривая 5, 
Р = 0 ,7 5 ) . Эти кривые построены по данным работы [7]. О значении Р не­
обходимо сделать следующее замечание. В работе [7] фазовая аберрация 
рассматривается относительно параксиального фокуса и имеет вид <р„(£) =  
=  рп£4, где / =  a/fLm. Мы же рассматриваем фазовую аберрацию относи­
тельно волнового фокуса <ри(*) =  4р„(г2 — t k) .  Поэтому указанная в рабо­
те [7] величина рп =  0,96 я ^ З  соответствует значению р„= 0,75, при­
веденному нами выше.
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Из сравнения кривых 1—3 и 4—5 видно, что для цилиндрического вол­
нового фронта размер фокальной области меньше, чем для сферического, 
однако побочные максимумы у цилиндрического фронта значительно вы­
ше, чем у сферического.

Сравнение кривых 2  и 5, построенных для р =  0,75, показывает, что 
распределение поля в фокальной плоскости цилиндрического фронта силь­
нее зависит от фазовой аберрации, чем для сферического фронта. 
Общим у цилиндрического и сферического волновых фронтов является то, 
что при наличии фазовой аберрации минимальные значения звукового дав­
ления в фокальной плоскости не достигают нуля.

Рассчитаем распределение давления вдоль акустической оси линзы. По­
лагая в формулах (1) и (2) w =  0 и вычисляя интеграл

Ab(v,$)  =  y  * V n ) eiv'Jdt (4)

аналогично тому, как это было сделано для фокальной плоскости, получим 
следующее выражение:

( т )
л . К М - У ч  V . W -  " ф

.....  ( т ) , .

(п+Ь 2 п  +
3

, i v j +

/i=.0 т—02

в котором Ф (а, у. х) — вырожденная гипергеометрическая функция. При 
р 0 полученное выражение совпадает с выражением для распределения 
звукового поля вдоль акустической оси слабосходящегося цилиндрического 
фронта, полученным в работе [6].

Для достаточно малых аберраций (р <  2) и достаточно малых значе­
ний аргумента (и <  2,5) выпишем выражение для распределения поля 
вдоль акустической оси, ограничиваясь квадратичными членами по р и и:

Для больших значений р и г ;  получим разложение интеграла (4) па 
обратным степеням р. Для этого представим его в виде

где f( t )  =  2Ы — tz, а а и b определяются формулами (G), и перейдем к ин­
тегрированию на плоскости комплексного переменного t. Подынтегральная 
функция является однозначной аналитической функцией па всей плоско­
сти с разрезом вдоль действительной положительной полуоси. Точка t =  0 
является точкой ветвления, точка t =  Ь — точкой перевала.

Вычисление интеграла (7) при малых значениях Ъ связано с матема­
тическими трудностями, обусловленными близостью точки ветвления и 
точки перевала, и отмечепными в работе [8 ], § 22, и.З. При вычислении мы
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ограничимся случаем, когда величина 6 близка к единице, что позволит 
получить приближенное выражение для распределения поля вдоль аку­
стической оси, справедливое только в области первого минимума и первого 
побочного днффракцпонпого максимума.

Фиг.  3

Контур интегрирования показан на фиг. 2. Из теоремы Коши об интег­
рировании аналитической функции по замкнутому контуру следует, что

р

f + M  4- j* =  0. Можно показать, что предел последнего интег-
с

рала при р -► 0 равеп пулю, поэтому
' ‘ 2Д . =  / ,  +  /*, (8)

где I ! и /о — интегралы по контурам С, и С2 соответственно. Интегрирова­
ние по контуру С, не встречает затруднений, и

_ Лл/'iЛ =  е
2 ' 2аЬ '

(9)

При 6 ~  1 и а >  6 погрешность этого выражения пе превосходит 3%\ При 
интегрировали по контуру С2 необходимо обратить внимание на следую­
щее обстоятельство. Контур С2 проходит через точку t 2 =  1 в направлении 
в =  Зл /  4. В том случае, когда 6 =  1, этот контур проходит в направлении 
быстрейшего спуска. При движении по этому контуру в случае 6 <  1 мо­
дуль произведения подынтегральных экспонент сначала возрастает, а за­
тем, после прохождения вертикальной линии Re t =  6, спадает. Чем даль­
ше отстоит от единицы точка 6, тем больше максимальное значение мо­
дуля, тем больше его вклад в интеграл и, следовательно, тем больше по­
грешность при вычислении. Именно это обстоятельство ограничивает при­
менимость получаемых формул значениями 6, лежащими в окрестности 
единицы (при 6 < 1 ) .  При 6 > 1  модуль произведения подынтегральных 
экспонент всегда спадает вдоль контура С2, однако с ростом 6 контур Сг 
все более отклоняется от направления быстрейшего спуска. Поэтому мы 
-ограничиваемся значениями 6 в окрестности единицы. В этой окрестности

Л _ ^ . ± У Л (
2  '  а  '

3 - 6 , - » я / 4

+
2Vя а ) •

( im

Из формул (8 ), (9) и  (10) получим

“  ( 3 - 6 )
\ л

4 1 а У

1
+

+

4
1 г 3 - 6  1 ,
= ! ----------+  — s i n ( v - J t / 4 )  } ,
ла.1- 2 У 6 П

(3 -  6 )

У26
sin у 4-

У 2 па
( И )
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где у  =  а (26 — 1) — я /  4, а величина а п Ь определяются формулами (6 ).
На фиг. 3 показаны результаты расчета распределения коля вдоль аку­

стической оси однородной цилиндрической линзы, имеющей оптимальный 
показатель преломления и фазовую аберрацию ft =  1,1 (кривая /) и р =  
=  0,75 (кривая 2).  По оси ординат отложена величина |р | / \pt | =  
=  |Л Д а(|3), b(v,  .р)] / |Ла[а(р),  Ь(0, р ) ] | .  Левая часть кривых 1 и 2  по­
строена по формуле (5), правая часть —но формуле (11). В области штри­
ховой части кривых обе формулы дают большую погрешность, поэтому 
штриховая часть показывает ход кривых в интервале значений 2,5 <  и <  
<  4,5 ориентировочно.

Для сравнения на фигуре приведена кривая 3  из работы [6],  соответ­
ствующая отсутствию фазовой аберрации (р =  0). Интересно отметить, что 
фазовая аберрация вызывает, во-первых, уменьшение ширины главного 
диффракциоиного максимума, и, во-вторых, резкое понижение минимума — 
для р =  1,1 в 4 раза. Кривые 4 и 5  на фиг. 3 показывают распределение 
звукового давления вдоль акустической оси сходящегося сферического 
фронта при р =  0 и р =  0,75 соответственно. Эти кривые построены по ре­
зультатам работы (7),  гл. IX. Относительно значения р справедливы заме- 
чания, сделанные при рассмотрении кривых 4 и 5 иа фиг. 1.

Из сравнения кривых .1—3 и 4—5 на фиг. 3 видно, что у цилиндриче­
ского волнового фронта размер фокальной области несколько меньше, 
а боковые максимумы выше, чем у сферического фронта.

Сравнение соответственных кривых на фиг. 1 и 3 показывает, что уве­
личение фазовой аберрации по-разному влияет иа распределение давления 
в осевой и фокальной плоскостях: тогда как в осевой плоскости главный 
максимум обостряется, в фокальной плоскости его изменение, за исключе­
нием области нуля, незначительно. С увеличением фазовой аберрации по­
бочный максимум существетпшо (почти в 1,5 раза) возрастает в фокаль­
ной плоскости и несколько понижается в осевой плоскости. Для сфериче­
ского волнового фронта так же, как и для цилиндрического, фазовая абер­
рация оказывает большее влияние на распределение звукового давлепия 
вдоль акустической оси, чем иа его распределение в фокальной плоскости.
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