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Дан прямой вывод уравнений движения и непрерывности для скеле
та пористого материала и воздуха, содержащегося в его порах. Получен
ные уравнения сравниваются с приводимыми. К. Цвиккером и К. Косте- 
пом [1] и Л. Берапеком [2]. Приведены решения этих уравнений. Вычисле
ны импеданцы пористого материала, лежащего па жесткой степкс и нахо
дящегося от нее па расстоянии в четверть длипы звуковой волны.

Сила трения воздуха с вязкостью v при ламинарном течении сквозь 
пористое тело (фиг. а) с поперечным сечением в 1 см2 п длиной dx , если 
предположить, что это тело обладает открытыми цилиндрическими пора
ми радиуса Л, расположенными параллельно друг другу |вдоль тела, будет 
в соответствии с законом Пуазейля

Здесь [1]
РтР =  OnVnhdx.

оп =  8 v  /  Л2

(1)

( 2)

— воздушное сопротивление пор материала, vu =  Q /  hi — линейная ско
рость воздуха вдоль оси пор, Q — расход воздуха через поры, I — время 
протекания воздуха и h — пористость, равная среднему отношению объ* 
ема пор к объему тела.

В случае неодинаковых и нецилиндрических пор, а также при пела- 
минарном или колебательном течении воздуха, сила трения воздуха о  
стенки пор также может быть принята в виде (1). Одпако при этом воз
душное сопротивление уже не [выражается простой формулой (2).

Рассмотрим тело с параллельными порами разного диаметра, располо
женными под углом 0 к нормали N  (фиг. б). Вырежем из пористого тела 
элемент с поперечпым сечением в 1 см2, и длиной dx (фиг. б). Для удоб
ства дальнейших выводов предположим, что все поры слились в одну 
(фиг. в),  проекция площади которой на плоскость, перпендикулярную к  
нормали, равна h. Замена нескольких параллельных друг другу пор в эк
вивалентную пору влияет на величину силы трения Р тр. Однако эту силу 
трения мы уже определили выше (формулы (1) и (2 )) . Другие, инер
ционные силы при этом не изменяются, т. к. масса элемента и содержаще
гося в нем воздуха остаются прежними.

Пусть па поверхности выделенного элемента скелета и воздуха дейст
вуют звуковые давления рс и рв. Тогда на единицу площади материала 
действуют силы p l = p c( l  — h) и р - = р Л .  Если р, — плотность скелета 
пористого тела, a v x — его скорость в направлении нормали к поверхно
сти тела, то сила инерции, действующая на скелет элемента, равна 
pidxdvi /  dt.

Воздух участвует одновременно в двух движениях: переносном с ус
корением, равным ускорению движения скелета d u t I  d t  ж относительном

88



ZR

с относительным ускорением дип/  d t =  [ 1 /  cos 0] * [d (v2 — vt) /  dt].  Здесь- 
vn — линейная скорость воздуха вдоль оби поры в его относительном дви
жении, v2 — линейная скорость воздуха в направлении нормали к поверх
ности тела. Соответственные силы инерции воздуха равны p2dxdvi /  dt и 
p2[ d x / c o s Q ] - [ d ( v 2 - v i ) / d t ] ,  где Ра =  р Л -м асса  воздуха, содержащего
ся в единице объема материала, р — плотность воздуха в свободной атмо
сфере.

При движении воздуха в поре возникает сила взаимодействия между 
воздухом и скелетом с нормальной Р а и касательной Ргр составляющими- 
И наконец, па скелет вы-

арезанного объема тела из- 
за наличия у материала 
деформации, перпендику
лярной оси х , в направле
нии, перпендикулярном к 
нормали, действует сила Т 
(фиг. г) . На фиг. д и е по
казаны отдельно скелет 
вырезанного объема тела и 
воздух, содержащийся в 
этом объеме, со всеми дей
ствующими на них силами.

Проектируя все силы, 
действующие па вырезан
ный элемент пористого те
ла па ось х  (фиг. г), мы 
получаем после упроще
ния

dx

dpt dp•

, 7+ Y ~dy

* —  V  вл  dx
ox

pz dx dvt
d t
d_Pz
dxPi + dx

Pz^x / dvz dv, 
cos Q V dt dt

dx dx

dvi dv .
=  Pi -ГГ- +  p2dt dt (3)

T+%dy * 
p+-fldx  

dx p, dx дЛ  
Иг d t

,  , f P i  
2  a x dx

Pzdx ( duz _ dvf \ 
oosO \ d t  d t  JПроектируя затем на ось 

поры все силы, действую
щие на воздух, находящий- P,dx 
ся в вырезанном объеме 
тела (фиг. е ), мы получаем с учетом выражения (1), в котором теперь 
vn =  (v2 — vt) /  cos 0 — линейная скорость воздуха вдоль оси поры,

dp2 _  dv2
дх dt

, / л\ / d v * dVi
* * < * ~ D [ ® Г 1 Г j  oh2, {v2 y ,) , (4)

где e =  1 /  cos2 0 — структурный фактор и а  =  апе /  k  — воздушное сопро
тивление материала, которое отличается от воздушного сопротивления 
пор, выражаемого формулой (2) [1 ]. Если поры пе параллельны друг 
другу, структурный фактор не выражается приведенной простой форму
лой. При хаотической ориентации пор величина структурного фактора 
равняется трем [1 ], [3 ]. Придадим полученным уравнениям более сим
метричный вид. Вычитая из равенства (3) равенство (4 ), получим

I 4
дрх dvj .. / З у> 5i>»\ ,

- i t "  ■p‘ — + p !  1<e" 4) (■i r - — ) + 'л  ^ ~  8 ■ (5)
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Любые два выражения, взятые из формул (3) — (5 ), являются уравне
ниями движения для пористых материалов с упругим скелетом. Эти урав
нения являются наиболее общими, так как пригодны как для стационар
ных, так и для нестационарных процессов. Например, при условии 
d / d t  =  Ui) (т. е. для синусоидальных колебаний) выражения (4) и (5) пе
реходят в уравнения движения, полученные К. Цвиккером и К. Костепом
[1] п Л. Беранском [2 ]. Л. Беранек вводит в уравнение (1) дополни
тельный член, учитывающий потери на трение в скелете; потерями на 
трение в воздухе он пренебрегает. Потери на трение в скелете и в возду
хе удобнее учитывать с помощью комплексных модулей упругости.

Выведем теперь уравнения непрерывности. Для скелета пористого 
материала на основании закона Гука мы можем написать —p1= S ! (ei +  
+  е / ) .  Здесь Е { = Е С(1 +  щс) — комплексный модуль упругости скелета, 
Ес и т)с динамический модуль упругости и коэффициент потерь ске
лета, 8i — деформация скелета в направлении оси х , е /  — дополнитель
ная деформация в направлении оси #, вызванная давлепиием (воздуха. 
Точное определение величины е /  является сложной задачей теории упру
гости. Для ряда пористых материалов (стекловолокнистых и минераловат- 
пых плит, материалов из вермикулита, целлюлозного и полимерного во
локна п др.) в силу того, что модуль упругости воздуха много меньше 
модуля упругости материала, из которого изготовлен скелет пористых 
тел, можно считать, что е, »  е / .  Следовательно, — р 1= £ ,,е1 и, дифферен
цируя это равенство по времспн, находим

где dvi /  дх =  <9е, /  dt.
Л. Беранек [2] принимает такое же уравнение непрерывности для 

скелета. У  К. Цвиккера и К. Костена [1] дается без вывода следующее 
уравнение непрерывности для скелета —др , /  d t =  E t (dy, /  дх) —
— [(1  —fe) /  h \dp2/  dt. Выше отмечалось, что второй член правой части 
этого уравнения не может иметь столь простой вид из-за трудностей оп
ределения деформации е / .  Кроме того, па поверхности материала, при 
падении па пего звуковой волны, звуковое давление в воздухе pD и скеле
те рс должпы быть равны. Отсюда следует, что p j  (1 — h) =  p2/ h , и из 
последнего уравнения непрерывности следует, что Зщ /  дх =  Зе4 /  dt  =  0. 
Таким образом, получается парадоксальный вывод: деформация на по
верхности должна быть постоянной во времени или равной нулю. Оче
видно, что такой случай невозможен и поэтому уравнение непрерывности 
К. Цшиккера и К. Костена принять нельзя.

Уравнение непрерывности для воздуха можно получить из уравнения 
состояния для политропного процесса P V n =  const, где Р  и У — давление 
и объем, гг — показатель политропы. Из уравнения состояния мы находим 
приращение давления — Ад =  PnAV  /  У, где А У — приращение объема. 
Приращение давления Ар  равно приращению звукового давления Аp D [4]. 
Таким образом, Ар =  Apn =  Ар 2 /  h. Произведение давления воздуха на по
казатель политропы равно комплексному модулю упругости воздуха Рп =
=  Ег =  Ed( 1 +  £т|в); здесь й„ и Г)в -  динамический модуль упругости и ко
эффициент потерь воздуха. В итоге мы получаем —Ар 2 =  EJiAV  /  У.

Пусть начальный объем Ьоздуха в выделенном элементе (фиг. 1, в) 
равен У =  hdx. Если принять, что при изменении гидростатического дав
ления объем скелета не изменяется в силу принятого выше условия о том, 
что модуль упругости воздуха много меньше модуля упругости материа
ла, из которого состоит скелет, то при сжатии скелета па величину Аи4, 
а воздуха на величину Ди2, объем воздуха в элементе изменится на ве
личину AV =  hAu2 +  (1 — h)Au{. Подставив значения объемов У и АУ в 
формулу для силы Ар2 и разделив на приращение времени At, мы полу-
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(7)

чим поело перехода к пределу при Дt -► О,

+  (1 - h ) E

где vit 2 =  du,it г /  dt.
Л. Беранек [2] приводит уравнение пепрерывпости, почти не отли

чающееся от полученного нами; левая часть уравнения у  него имеет 
вид — hdp2/  dt. У К. Цвиккера и К. Костена [1J правая часть уравнения 
непрерывности для воздуха имеет вид hE2{ d v J  дх) +  (1 — К) (Е2 — Ро) • 
• (dVi /  dx ) , где Р о — равновеспое давлепие. При изотермическом сжатии, 
когда п =  1, Е 2 =  р0 и второй член в правой части уравнения непрерыв
ности для воздуха у К. Ц(виккера и К. Костена становится равным нулю. 
Это объясняется ими так ([1 ] , стр. 52): «сила р2, если имеет место изо
термическое сжатие, при этом не изменится, так как давление увеличи
вается во столько же раз, во сколько уменьшается пористость». С этим 
трудно согласиться, так как легко можно показать, что при одновремен
ной деформации скелета и изотермическом сжатии воздуха давление в 
воздухе изменяется в гораздо большей степени, чем изменяется по
ристость.

Из полученных уравнений движения и непрерывности и сравнения 
их с аналогичными уравнениями [1], [2] следует, что: 1) в качестве 
уравнений движения можно принять выражения (4) и (5). При стацио
нарных колебаниях они переходят в уравнения К. Цвиккера и К. Косте
на [1 ], 2) в качестве уравнения непрерывности, для определенной груп
пы материалов (стекловолокнистых и минераловатных плит, материалов 
из вермикулита, целлюлозного и полимерного волокна и др.) можно при
нять (выражения (6) и (7 ), хорошо совпадающие с аналогичными фор
мулами Л. Беранека [2]. Для других пористых материалов эти уравне
ния являются приближенными.

Рассмотрим решение уравнений (4) — (7) для гармонических колеба
ний ( d / d t  =  kо). Внося выражение (6) в формулу (5 ), а выражение (7) 
в формулу (4 ), мы получаем систему двух уравнений, решая которые от
носительно d2v2 /  дх2 и v2, находим

dzv2 Г Е, (р,со2 — ms)  1 — h j
дх2 ем

1

m s  h J dx2

4- Г ( p i C 0 z — ms)  (p2co2 — ms)  +  coV
( 8 )i

1 mshEz J  ’

Е, d2v i (Pi0>2 ms) Da (9)
m s  дх2 m s  *

i/1̂

тде 5 =  iсор2(е — 1) +  oh2 — коэффициент, характеризующий связь коле
баний скелета и воздуха. Исключая из выражений (8) и (9) 1>2, находим

(Ю )

( И )

( 12)

Решспие уравнения (10) имеет вид

Vi =  т  (Cie'* +  Сге-ъ* +  С*Р* +  С , в ^ х) еш,

где

А  =

d'v,
+ a  a 'v '- +  B v i  == 0,

dx- S’

P lC 0 :' i(!)S +  p2(0a 1 0 ) 5

E,

bj

[

hE2 Ъ,Ег
pica2 р2<о2 pi(02 ius  р2сой m s

В =  - Е У hE2 Еу hE2 hE2 Еу

(13)
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где

У . , г = ] / - - ^ - :р ] / А -----В.  (14)

Из уравнения непрерывности (6) совместно с выражением (13) находим

Pi =  £ ,(-Y iC ,e v>* +  у & е - ъ *  -  уА *** +  у & е - ^ е * * .  (15)

Из выражений (9) и (13) следует

v2 =  (С л в 1̂  +  Сга , е ^ х +  +  С,а2е~^) ш е ш. (16)

И наконец, из уравнения непрерывности (7) с помощью выражений (13) 
и (16) получаем

Рг =  Ег {—у^Ъ^хе^х +  YibiC2e“Y,a: — у%Ь£*&* +  у г Ь ^ е ~ ^ ) е ш9 (17)

где &i,2 =  a,,2A +  ( l  — h) и alt2 =  1 — (SiYi% +  pi(o2)/icos. (18)
Найденное нами решение (13), (15), (16) и (17) при й =  1 несколька 
упрощается и совпадает с формулами, полученными В. И. Заборовым [5], 
Как видно из выражений (13) — (17), в пористом материале с упругим 
скелетом одновременно распространяются две волны с постоянными рас
пространения Yi и *у2. Эти волны являются связанными, т. е. бегут одно
временно и по скелету и по Ьоздуху.

Рассмотрим некоторые частные случаи. Если материал имеет скелет 
с замкнутыми порами, то о =  °° (следовательно, $ =  «>). Имеются в виду 
поры, размер которых много меньше длины звуковой волны. Используя 
предельный переход, можно показать, что

Yi =  icoV (р, +  р2) /  (Et +  Ег) и Y2 =  °°. (19)

Следовательно, в данном случае скелет и воздух в порах колеблются сов- 
местно и в материале распространяется одна волна со скоростью
С =  У (Е{ +  Ег) /  (pi +  рг) .

При о =  0  и е =  1 связь между скелетом и воздухом отсутствует. Та
кой случай может представиться, если мы имеем материал, через скелет 
которого проходят сравнительно большие сквозные поры, направленные 
перпендикулярно его поверхности. При этом в скелете материала и возду
ха в порах распространяются две независимые волны с постоянными рас
пространения

Yi =  ia)/Ci и уг =  к ь / с 2, (20)

где Ci =  Vfi, /  pi — скорость волны в скелете, с2 =  l/hE2 /  р2 =  УЕ2 /  р — 
скорость волны в воздухе.

Для большинства волокнистых материалов с упругим скелетом выпол
няются условия

р2 /  Pi <  0,03 и Ес /  Е в <  1. (21)

В этом случае на частотах
/ >  0 ,7 а / pt (22)

выражение (14) для постоянной распространения значительно упрощает
ся. Извлекая приближенно корень из радикала УЛ*/4 — В  и пренебре
гая величинами высшего порядка малости, получаем

, РгО)2 . m sV? « --------- +  -------* .
1 hE2 hE2

Итак, при выполнении условий (21) и (22) можно считать, что в скелете 
пористого материала и в воздухе распространяются две независимые вол-
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б ы  с постоянными распространения (23). Используя выражение для ко
эффициента связи из формулы (23) с учетом условия (21), получаем

p2(j)ze ioh(o
hE, Е:

Отсюда мы видим, что постоянная распространения у 2 при выполнении 
условии (21) и (22) практически совпадает с постоянной распростране
ния у  для звуксЬых волн в пористом материале с жестким скелетом [1]. 
Таким образом, в данном случае распространение звуковой волны в воз
духе не зависит от того, колеблется или неподвижен скелет материала.

Рассмотрим импедаиц Z, пористого материала с упругим скелетом, ле
жащего па абсолютно жесткой стенке. Если па материал падает плос
кая звуковая волна с давлением р, то для слоя толщиной I можно напи
сать следующие граничные условия:

=  р  (1 — К) и р2 =  ph  (при х =  0); Vi =  0 и v2 =  0 (при х =  1). (25)

Эти условия совместно с выражениями (13), (15), (16) и (17) дают 
систему уравнений, из которых можно определить произвольные посто
янные C i , . . . ,  С4. Используя выражения (13), (16) и полученные произ
вольные постоянные, находим

1 _  щ(1 — h) +  v2h I _
m Z i  icop I * - o  ( 2 6 ) ,

__ b2t h y 2l (1 — A)61b2th y 2i Ьх ill y {l (1 — h) bxb2 th y 2l 
(a2 — ах)Е 2у 2 h(a2 — ах) Е ху2 • (a2 —at)B 2 Yi h(a2 — ai)Eiyi

Рассмотрим теперь импеданц Z2 пористого материала с упругим ске
летом, расположенного па расстоянии Я /4 от жесткой стенки. В этом слу
чае для слоя толщиной I можно написать следующие граничные условия: 
Pi =  р (1 — h) и р г =  ph (при х =  0); р. =  0 и р2 =  0 (при х =  1). (27)

Эти условия совместно с выражениями (15) и (17) дают систему урав
нений, из которой можно определить произвольные постоянные C i,. . . ,  С4. 
Используя формулы (13), (16) и вновь полученные произвольные по
стоянные, находим

1 __ I7i (1 — h) +  v2h | _
mZ2 icop I x-o

b2 cth y2Z (1 — h)bib2c th y 2l b{ cth y d  +  (1 — h) М 2cth y d  
(a2- d i ) E 2y 2 к {а 2 — ах)Е ху 2 (a2- a t)E 2 y x h(a2- ах) Е ху х

(28)

Упростим полученные нами решения (26) и (28). Из выражений (14) с 
учетом равенств (И ) , (12) и (18), находим

Далее с помощью выражений (18), (29), (14) и (11) получаем

_ Ei i m  +  ( i  — Л ) р 2(о2
bib2 =  -  —   ---- *— :--------------Е 2 ms

Внеся выражения (18) и (30) в формулы (26) и (28), мы имеем после
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несложных преобразований

где

1 Г - y d  iah  ( Vi2- r 2 m h
(31)

у,2 -  y22 E 2y 2 cth y 2l Yi2 “  У22 E 2y, cth y {V
1 Г2 — Y22 m h  yi2 — Г2 m h

(32)
~Zt~ y d  -  y d  Е гуг cth y 2l y d  -  yd. -EzVith y d  ’

p2 pi(02 (1 - h ) 2 p-м2
E , h2 E t

m s  
h2Ei  '

(33)

При выполнении условий (21) и (22) для материалов с высокой пористо
стью, как мы видим из выражения (23), Т2^ у 2. В этом случае выраже
ния (31) и (32) значительно упрощаются, принимая вид

Z l =  W 2 cth y zl, Z2 =  W 2 th y 2l,

где W 2 =  E 2y 2 /  m h  — волновое сопротивление воздуха в порах.
Поскольку при выполнении условий (21) и (22), как мы установили 

выше, y z ~ y ,  формулы (34) практически совпадают с выражениями для 
импедапцев пористого материала с жестким скелетом [1 ]. Таким обра
зом, при выполнении условий (21) и (22) импеданц пористого слоя с уп
ругим скелетом определяется в основном импеданцем воздуха, содержа
щегося в его порах.

Рассмотрим, наконец, импеданц пористого материала с упругим ске
летом, лежащего па абсолютно жесткой стенке, наружная поверхность ко
торого закрыта воздухонепроницаемой пленкой, имеющей массу т па еди
ницу площади. Если на материал падает плоская волна со звуковым давле
нием р, то для воздухонепроницаемой пленки можно написать следующее 
уравнение движения

т (dv /  dt) =  р  — (Pi Н- pz) *=о, (35)

где V  —  скорость движения пленки и (p i  +  р г ) х = о  — сила, действующая па 
пленку со стороны пористого материала. В данном случае для пористого 
слоя толщиной I можно написать следующие граничные условия:

'  Vi =  v2 =  v  (при х  =  0 ); Vi =  vz =  0  (при х  =  1). (36)

Эти условия совместно с выражениями (13) и (16) дают систему уравне
ний, из которой можно определить произвольные постоянные . . . ,  С4. 
Используя теперь выражения (15), (17) и полученные коэффициенты 
С ,,. . . ,  Сч из уравнения (35) находим

m Z 3 =  т р /  v =

=  —т(дг +  —— - ( Ei +  &i£ 2) yi cth^iZ — —— —(£ i +  b2E 2) y  2 cth y zl.
(37)

d2 d\ dz — a i
При расположении такого образца на расстоянии % /  4 от жесткой стен

ки граничные условия принимают вид

vt =  v2 =  v  (при я  —  0); р{=  рг =  0  (при х =  1). (38)

Эти условия совместно с выражениями (13), (16), (15) и (17) дают 
систему уравнений, из которой снова определяем произвольные постоян
ные. Как и выше, из уравнения (35) с учетом полученных выражений 
для коэффициентов Си . . . ,  С, паходим

i(o Z k =  ш р /v  =

=  - т а 2 +  -  (£ , +  Ъ,Ег) у . th y d  -  а‘ ~  1 (£ , +  ЪгЕг) у2 th yd.  (39).
do -- d i  d 2 --  d\
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Упростим полученные нами выражения (37) и (39). Для этого внесем 
формулы (23) в зависимости (18). В итоге мы получим приближенные 
зависимости, которые выполняются при соблюдении условий (21) и (22)

1 E t р,<о2
* 1 »  1 — Г» 1 - —— —h h t 2 icos

b i ~ 0 , «  1  — 7 7 - — A
Е г ms

m
С помощью последних выражений находим приближенные значения 

коэффициентов в формулах (37) и (39):
14- • Ei oh

+  ЬгЕг) * ------- »„ Ег f tC° , Е и
&Ч &i

1 — i
Ег — Е 1 oh

g j - 1
0,2 — di

1 - i

E  2 Pi0)
oh

(E i+b2E2) *
pid)

— 1 +  i
E2 — E x oh

E2.

Ег piCO
При условии, что o h /  р,ы <  0,05, т. e. на частотах

f > 3 , 2 o h /  pj,

( 4 1 )

(42)

коэффициенты (41) упрощаются, принимая соответственно значения Е к 
и — Е 2. В этом случае формулы (37) и (39) с учетом формулы (34) окон
чательно принимают следующий вид

Z3 =  Wi  cth y d  +  Zih +  mm,  Z4 =  W t th y tl +  Z2k  +  mm,  (43)

где W x =  E,yi /  m  — волновое сопротивление скелета.
Выведенные нами формулы для пмпедапцев пористых слоев можно 

применять для вычисления волновых параметров, импеданцев, коэффи
циентов поглощения звука и для экспериментального определения аку
стических характеристик пористых материалов.
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