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В . Т . Головчап
Дано решение основных осесимметричных задач для уравнения Гельм

гольца в слое со сферическими полостями. Задачи сведены к бесконечным 
алгебраическим системам, которые заменой неизвестных переходят в си
стемы нормального типа.

В работе [1] дано решение основных граничных задач для уравнения 
Гельмгольца в полупространстве с произвольно расположенными сфери
ческими полостями, когда на его плоской границе заданы условия перво
го или второго рода. Ниже приводится решение осесимметричных задач 
дифракции волн на сферах в бесконечном плоско-параллельном слое тол

щиной h при произвольных граничных 
условиях.

Рассмотрим следующую краевую зада
чу теории дифракции волн: требуется по
строить решение уравнения Гельмгольца

Д Ф  +  а 2Ф  =  0 (1)

Т д

- е в бесконечном слое толщиной /&, содержа-
_________ОА_____ ________j щем сферическую полость радиуса Я,

удовлетворяющее на граничных поверх
ностях заданным условиям первого, вто
рого или третьего рода. Предположим для 
простоты, что на плоских поверхностях 

имеют место однородные условия. Общий случай неоднородных гранич
ных условий, очевидно, может быть приведен к данному. Итак, краевые 
условия задачи имеют вид:

Фиг. 1

в ф (р *  * ,)+ & ,— cD(pJjzJ) =  0, Zj =  0 ( / = 1 , 2 ) ,
uZj

(2)
оо

аФ (г, в )+ Ь  —  Ф (7-, 0) =  f„pn(cos 0 ), 7- =  R,
Л = 0

где (pj, Zj) — цилиндрические координаты с полюсами (г, 0) — сфери
ческие координаты с полюсом в центре полости (см. фигуру, где пока
зано меридиональное сечение области); а, Ь, а/, bj — постоянные величи
ны, часть из которых может равняться нулю; p„(cos 0) — ортонормиро
ванию  полиномы Лежандра.

Решение сформулированной задачи представим в виде

Ф =  J.А '<*> ( * ) ~ / о  (ftp,) ft dk +  J  A  <2> ( f t ) - i - -  Jo (ftp,) ft dk +

+  ^ | -4nft„(ar)/7,1(c°s 0), (3)
?J —0
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причем здесь А и){к) — неопределенные функции параметра преобразовав / 
ыия; А „ — произвольные постоянные; v =  V/c2 — а2 при к >  а  и v =
=  - iM а 2, — к* при к <  а; / 0 — цилиндрическая функция Бесселя; А„ —сфе
рическая функция Ханкеля первого рода. Волновая функция (3) записа
на нами в виде суммы трех полных решений уравнения (1) соответствен
но в областях zi  <  0 ,  z 2 ^  О и г  Ж .  Она содержит достаточно произвола 
для выполнения краевых условий (2).

Преобразуем решение (3) к координатам (р,, Zj). Для этого восполь
зуемся соотношениями [2]

h n( a r ) p n( c o s Q ) = i - np n (-т | — ) м « г )  (4)
\  diaz !

и интегральным представлением

1 7 1h0(ar) = -----I е v|z!— J0(k p )k  die.
ia  J v0

В результате получаем:
со

Ф  (p,z,) =  j  [  4 (1) (к)е '“ + Л <2) (ft) е - v f t  e ~ V ! |  + e~v8' e -VZ|X
a

—  ) 1 —  Jo (к р ,) к  d k
a  /  J v (* .+  6 , > 0 ) f

cx>

Ф (p2, Z2) =  J  [ л <'>(*) e - v'1 eVZs +  4 ,2> (ft) e - ’ ** +  e - ' b‘ ev*= X
0

03 V 1
х £ л „ Г - /»„  ̂j  — J0(kp2) k d k  (z2 — 62

( 6)

-6 * « £ 0 ) .
7 1  =  0

Выполняя первые два условия (2), приходим к следующим равен
ствам:

1(a, + vbi)i4<f) (к) +  ( ъ  -  v b 4) Л(2) (/с) =  -  —  бг*»(а, -  vb, )  X
а

X V / и — 'р , ( ~ ) ,
?> = 0

(7)

(а 2 +  v b 2)e  V,1XL<1)(ft) +  (а2 — \ b 2) A (2)(ft) = . -------e - v6*(a2 +  v b 2) X
a

C O

r? =  0
Разрешим уравнения (7) относительно Л (j)(&):

оо
А 'Ч к )  =  ^ А г . р п е-">> f T  (V),

л=0
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; - n - i

fn^  ( v) — [ v f r , - f l ,  +  ( - l ) " e - * 4 o ,  +  v b 2) ] ,  (8>

/»l,) (v ) =

аД
(а2 +  v62) t"n_1 

аД
[ (щ +  v6t) ( - 1 ) " +1 +  ег^Ча* -  vfct) ],

Д =  (ai +  vfej) (a2 — vfe2) — e~2yh(a, — v&i) (a2 +  vb2).

Для удовлетворения третьего условия (2) нерепишем решение (3) в 
координатах (г, 0). Это можно сделать, используя следующее разложе
ние [2]:

»
vz 7„(^р ) = 2 £  i"/>„ /n (ar)р„ (cos 0) (9)

л = 0

После простых преобразовании получаем:

Ф(г, 0 ) = 2 J [ЛпАп(а г )+  cpn/n(ar) ]p„(cos 0),

(10)
СО 1 * V

Фп =  2 J  [ ( -  i ) M (,) ( * ) « - * ' +  ( * )  ] ( - ^ - )  A d&.
0

Если теперь подставить выражение (10) в граничное условие (2) на сфе
рической поверхности r =  R , то мы придем к следующей бесконечной си
стеме линейных алгебраических уравнений:

оо
A„[ahn(aR) +  abh, /  (aR ) ]  +  [ajn(aR) +  a bjn' (a R) x,lsA , =  /„

(« =  0 , 1 , . . . )  ° (11)
Здесь введено обозначение:

z , . s  =  2l~" J  ( - ^ - )  / > «  e - 2 ' 5 ' / ! 0  ( v )  A: d A ;  +  ( 1 2 )

+  2in |  ( ~ )  P’ ( ~ )  е~2'Ч12) (v)A  dk

и использованы ряды для Л 0) (к) (8).
Таким образом, исходная краевая задача (1), (2) свелась к решению* 

бесконечной алгебраической системы (И ) . После определения А п мы на
ходим, согласно формулам (8), функции А а)(к),  а затем и потенциал (3)* 
чем формально и заканчивается решение.

Для установления свойств полученной системы (11) необходимо иметь 
оценки величин (12) при +  С этой целью выведем асимптотику
первого интеграла в правой части равенства (12) при больших n +  s.. 
Представим прежде всего этот интеграл в виде:

Здесь первое слагаемое не превосходит C l  (2п +  1) (2.5 +  1) при любых п 
и .9. Поэтому нам остается оценить лишь второе слагаемое. Используя
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разложение полиномов Лежандра в виде гипергеометрического ряда

Pn(z) =
_ - ] /  2п +  1 (2п) !

2 2"(и!)2” * \  2 ’ 2 ’ 2(
„ . /г 1 — /г 1 1

znF l -------; -------- : --------п ,
z

перепишем этот песобственный интеграл в форме

(14)

V (2 f t+ l) (2 s  +  l )  (2п)!(2в)! i" 

2 2"+*(»!)*(*!)* а
'+- ] ^ e ~ ^ F n a M d v , (15)

где

^ ( v )  =  / eu )(v )F (
п 1 — п 1
2 ’ 2

1 — сг \
1-------п \ ------- )’ 2 ’ v2 /

X

Х Л -  ' - Л( 2 * 2 ’ 2 v )■
(16)

Обозначим интеграл в формуле (15) через I ns и сделаем в нем замену пе
ременной интегрирования, полагая v =  (п +  s) t:

со

Ins =  (п +  s ) "+s+1 j  e1"-1-*'1<ln'-2‘s->Fn, [ (n  +  s) t ]dt . (17)

Для получения асимптотики I„s при больших (п +  5) воспользуемся ме
тодом скорейшего спуска [3 ]. В данном случае седловой точкой является
точка t0 =  2^ . Функция f ( t )  = \ n t — 2£б, достигает в этой точке макси
мального значения, равного f ( t 0) = — 1 — I n 2 6 i ,  а ее вторая производная— 

== —46J. Функция F ns[{n +  s ) I] регулярна в окрестности точки 
t =  £0, причем

^n*[(rc +  s)*o]
г—?»— 1

а
,  п  - Г  S  - У  <х>.

Используя главный член асимптотического разложения интеграла типа 
(17) [3 ], получаем следующую асимптотику для I„s при большом (n +  s):

i~n~' Г(ге +  s +  1)
ns

а (261) 7i +  а +1 (18)

Подставив это выражение в формулу (15), найдем асимптотику первого 
интеграла в равенстве (12). Совершенно аналогично выводится асимпто
тика и для второго интеграла в формуле (12). В результате мы получаем 
следующую оценку:

И  , 2 г ( п + т ) г { “ +  т )
U J  -  ■ • ------------ ■------------------- X (19)

я У (2л +  1) (25 +  1) Г ( я +  1)Г(* +  1)

ХГ(гг +  $ + 1 )  Г-----------— 1 .
L (a 6 i)71+4+1 (аб2) 71+8+1 J

Вернемся к рассмотрению системы (11). Сделаем в пей замену неиз
вестных, полагая

A n[ahn(aR)  +  а  bk„'(aR)] =  у п (20)

и преобразуем ее к каноническому виду:
со

Уп +  > , dn3x„sy a =  п =  0 ,1 , . . .
s= 0

(21)

159



где

dns =
а /я(а Д )+  abjn'(aR)  
ahe(a R )+ a b h , '  (aR)

(22)

Рассмотрим двойной ряд
со со

(23)
n = o 3=0

Используя асимптотические формулы для сферических функций Бесселя 
и Ханкеля с большим индексом и соотношение (19), находим оценку чле
нов ряда (23) нри п +  s - с о

\ d nsx ns |~  1 1
|/  2 s +  1 (п +  s ) ! г /  Л '

M +  S  + 1 / Z? v п + з + 1 л 
1 + 1  \  1

1 2 1' 2п +  1 n!s! L \  26, /‘ \  26 J  1
(24)

Из этой оценки следует, что ряд (23) сходится, если R  <  б т. е. если 
сферическая граница r =  R  по касается плоских граней слоя. Однако вы
полнение этого условия предполагается с самого начала в постановке 
задачи. Поэтому мы приходим к выводу, что двойной ряд, составленный 
из модулей элементов матрицы бесконечной системы (21), является схо
дящимся. Значит, система (21) принадлежит к классу систем нормально
го типа [4 ]. Так как последовательность {/„} ограничена, то эта система, 
а значит и система (11), имеет единственное ограниченное решение, если 
соответственная однородная система не имеет ненулевых решений. Одна
ко наличие нетривиального решения однородной системы противоречило 
бы теореме единственности решения исходной краевой задачи. Поэтому 
бесконечная система (11) имеет единственное ограниченное решение. Оно 
может быть найдено приближенно методом редукции.

Для неизвестных у п при п мы получаем из системы (21) следую
щую асимптотику у п~ /п . Соответственная асимптотика для А п следует 
при этом из формулы (20):

ш ~ ±  . (25)
Ъ n\hn(aR)

Учитывая ее, приходим к выводу, что ряд в решении (3) и его первые 
производные по г  и 0 сходятся в рассматриваемой области равномерно и аб
солютно, если /„ имеют порядок малости при тг пе ниже, чем 1 /  п~\  
Б этом случае ряды для А а)(к) , согласно (8 ), сходятся абсолютно, при
чем при больших к их суммы не превосходят C |vvev(i*~5/) |, где ч и С —не
которые положительные числа. Благодаря этому интегралы в решении (3) 
оказываются абсолютно сходящимися, а все перестановки интегралов и 
сумм, которые делались в процессе вывода бесконечной системы (11), 
являются допустимыми.

Из приведенных выше результатов получаются как частный случаи 
решения краевых задач для уравнения (1) в полупространстве со сфери
ческой полостью. Если рассматривается полупространство <  0, то в ре
шении (3) следует положить А (2)(к) = 0 .  При этом А {1)(к) определяется 
из первого уравнения (7):

А ^ ( к )
— a, +  v&i 1

a i  +  v b i  а

оо

Е  ^  ( - г )  ■
(26)

П-

a соответствующая бесконечная система будет иметь вид (И ) , причем в 
соотношении (12) /<«< (v) = 0 .

Использованный метод может быть применен также к решению задач 
о дифракции волн на нескольких сферических полостях в слое или полу
пространстве. Так, если в слое имеется т полостей, цептры которых ле
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жат на оси 2, то в решении (3) вместо последней суммы следует написать 
сумму вида

оо

hn(arq) p n(cos 0ff) . (27)

Переход в полученном таким образом решении к координатам (pj5 z3)  при 
] =  1, 2 осуществляется так же, как и выше. Для записи в координатах 
(/*, 0/() кроме этого понадобится теорема сложения для сферических вол
новых функций. [5]:

с о

hn (ctr,)рп (cos 9,) =  Qlpol/р (an )  рр (cos 9„),
р=<р

(28)
Р + п

Q ^ =  2ip~" £  ?Ъ(ап0Р0) К  (a ft,,) Ро (cos 0,„), п  <
< j= |p-n |

причем здесь, в отличие от работы [о], ?̂ п0ро)—коэффициенты разложе
ния произведения двух ортонормированиых полиномов Лежандра.

Б результате удовлетворения граничных условий мы придем к беско
нечной системе алгебраических уравнений, которая обладает такими же 
свойствами, что и система (11). При доказательстве этого следует учесть

при р  +  п -> °о;

)ГК
оценку для Qopon

1C
СМ)

О / ' O n < С у2п +  1 )
"т  г

<re+p) !  ( ^ s r )

р-1- и -И

(29)
2р +  1 /г!р!

и сделать замену неизвестных типа (20).
Интересно отметить, что оценки (29) и (19) имеют одинаковую струк

туру. При данном методе решения краевых задач для областей, граница 
которых состоит из ^соприкасающихся плоских и сферических участков, 
появление в итоге бесконечной системы алгебраических уравнений физи
чески соответствует учету влияния на волновое поле в окрестности данно
го участка остальных участков границы. Поэтому совпадение оценок (19) 
и (29) свидетельствует об одинаковом (в некотором смысле) влияпии па 
волновое поле вблизи сферической границы rh =  R k как плоской грапицы 
z,< =  6А, так и сферической границы rq =  R q, удаленных от первой пример
но на одинаковых расстояниях.

Заметим, что решение осесимметричных задач дифракции волн на сфе
рических неоднородностях в слое также может быть получепо с помощью 
примененного выше метода. Соответственная бесконечная алгебраическая 
система допускает при этом единственное неограниченное решение, такое, 
что последовательность постоянных супперпозиций для слоя является 
сходящейся, а для включений — расходящейся. Приближенное решение 
такой системы можно вычислить методом редукции.
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