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УСРЕДНЕННЫЙ ЗАКОН СПАДАНИЯ ЗВУКОВОГО ПОЛЯ
В КЛИНЕ

Я .  Л .  К о м и с с а р о в а

Получен усредненный закон спадания плотности энергии звукового 
ноля точечного гармонического излучателя в клиновидной области с од
ной абсолютно мягкой, другой абсолютно жесткой гранями. Использова
но асимптотическое представление поля нормальной волны. Усреднение 
проводится по угловой координате нсточппка и но некоторой поверхно
сти в окрестности точки наблюдения.

При исследовании распространения звука в зоне континентального 
шельфа в качестве модели среды можно использовать клин с одной абсо
лютно мягкой, другой абсолютно жесткой гранями. Звуковой потенциал 
точечного источника в таком клине имеет сложную структуру. Для срав
нения с экспериментальными данными представляет интерес найти неко
торую усреднеипую зависимость силы звука от расстояния. Такое усред- 
пение можно провести, используя асимптотическое представление поля 
нормальной волны произвольного номера на каустике и в ее окрестности, 
получеппое ранее в работах [ 1, 2].

Пусть точечный гармонический источник с объемной скоростью 
— 1 / 4 я  расположен в точке (?(г0, 0, ср0) клиновидной области D,  опреде
ляемой в цилиндрической системе координат (г, z, (р) неравенствами 
О<  г <  оо, | z | <  °°, 0 < с р < Ф .  Грань клина ф =  0 — абсолютно мягкая, 
грань ф =  Ф — абсолютно жесткая. Звуковой потенциал if (г, z, ср) (ip ~  
~  е~ио1) можно представить в виде суммы нормальных волн

В системе координат и и w, связанных с координатами г и z соотноше
ниями

ло, v(t)  — функция Эйри.
Следуя Л. М. Бреховских [3 ], усредним квадрат модуля звукового по

тенциала по угловым координатам источника и приемника. Учитывая ор-

( 1)

2а =  г+ — г_, 2W =  г+ +  г_, (2)

где г-  =  У (г — г0) 2 +  z \  г+ =  V (г +  г0) 2 -Г z \  равномерное асимптотическое 
представление \рп при kr0 >  1 имеет вид [2]:

V ки У w2 — w

\ и Ф
я

( /г +  т ) ’ к
волновое чис-
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тогоналыюсть функций sinfxnq) на отрезке [0 ,Ф ], после усреднепия по 
координате ср имеем

ф

i^ l2-is 2 dtp =
_1
2

о

4 3/ 2  V  я

ки

1
СЮ

W* — и2 2  Sin2 ИпФоУ2 (<«)• (4)
н= 0

Сумма в этой формуле зависит только от координаты и, поэтому вдоль 
траектории w =jionst |ф |2 изменяется как (и;2 — гг2) "Л В частности, при 
z =  () и г >  г0 |ф |2~  (г2 — го2)"'. После усреднения но координате ср0, мы 
получаем следующий результат:

12 _ 1 [ 2 ^ 2 V n
2  (<«).гг;2 — гг (5)

71=0

Функция |г|>|2 сложным образом зависит от координаты гг. Чтобы сгла
дить эту функцию, усредним ее по некоторому отрезку А гг. Выберем от
резок Агг достаточно большим, чтобы исчезла мелкая структура функции

сю

У 1 у2($и), обусловленная осциллирующим характером функции Эйри.
».=о

В то же время отрезок Агг выберем достаточно малым, чтобы сохранитьда
крупномасштабные изменения функции V 1 y2[tn(« )] , связанные с на

личием каустик гг =  L„.
=и

.  U +  Ди
1 Г

• • ъЦ
• . ~ Щ]И1

Для вычисления функции |ф|2=  _ Г Щ\г du воспользуемся асимн-
Агг Jи

готическим представлением функции Эйри для больших значений аргу
ментов:

v{ l )  =

1 
2— t~u exp » при t >  0

w',+i\при г < 0 .
( 6)

При этом предполагается, что точка наблюдения расположена достаточно 
далеко от каустики:

\ Ц =  1 ~  Ц1 У' 2А? >  1. (7)
у  и

Достаточно, чтобы было выполнено неравенство |£„| ^ 4 ,  так как относи
тельная ошибка при замене функции Эйри ее асимптотикой не превыша
ет в таком случае 1%. Функцию г;(£„) при t » >  0 положим равной нулю. 
При фиксированном и положительные значения t n соответствуют тем no- 
мерам нормальных волн, для которых точка наблюдения находится в зоне 
тени. Поэтому верхний предел в сумме (5) положим равным m =  m(u),  
где число м  (гг) определяется из условия: Lm<  и <  L m+l (предполагается, 
что г г > £ 0). Тогда

4У 2 л  1 m u+Au
2 ^  J A  (tti)sin2p(u1)dui,

Ф2& Агг (8)

n = 0  и
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где
А (и) =  и~'1г (w2 -  и2) _1 (а -  Ln) \  

4 о
Интеграл в формуле (8) можно вычислить приближенно:

А (и)
I И (и ,)sin' B(«,)cto,  =  —

Ач

i  u+Au A ( a )  (
— f Л (lii)sin2 p(u ,)du , = ------- —- 1 p(u +  Au)— P (u) —

11 2Ди-----
du

— ^-[sin  2p (и +  Aw) — sin 2P (u) ] | . 
2 )

Aw

(9)

(10)

При этом на А и сверху накладывается следующее ограничение:£И£П1«И
т. е. изменение функции И (и) на отрезке Аи мало. Если, кроме

того, выполняется условие
1 [ d2p
Y\duF Ait <

dp
du

( И )

T O
dpP(u + A u ) - p ( u )  =  — Au. Неравенства (10), (И ) удовлетворяются
du

при выполнении следующих условий:

Aw
-----< 1 , (12)

w
Aw

(13)-— - « i ,w — и
Aw

(14)- - - - - - - - 7 - « !W —

Если эти условия выполнены, то для 
вы ражепие:

мы получаем следующее

от/ о _
1ф|2 =  — —  W * («>2 — +  St)  ,

Ф к
(15)

где
m

5 , = ^  ( u - L „ ) - ' \
п = О

m
5 г =  ^ ( и - Д . ) - ,й

sin 2р (гг) — sin 2p(w +  Aw)

2 — Aw 
d,u

Сумму 5, вычислим, заменив подходящим образом суммирование интег
рированием (относительная ошибка при этом не превышает 1%)

а ±  . L .  к . л
V b A 1 L0 V I+  v !

(16)



(17)
Здесь функция v(u)  определяется следующим образом:

1 Г Lm  Н" Lm + 1 "I

---------------------I — У
причем т и те. +  1 — номера ближайших к и  каустик. График функции 
v(it) представлен на фпг. 1. Нетрудно показать, что для S* справедлива
следующая оценка:

3 и ь vh 1
S2< — = ----- > , ----------- • (18)

2У2 кАи Z“ J и — LnП-0
т

Вычисляя V (гг — L n) 1 таким же способом, как и 5 ,, имеем
и—О

_ L ^ r  .
2У2 kAuLo Lv +  1 2 2L0 J

(19)

Мелкую структуру функции | ф | 2 можно сгладить, если выбрать отрезок 
А и достаточно большим, чтобы пренебречь слагаемым S2 в (15) по срав
нению с Si. На величину А и накладывается, таким образом, ограниче
ние снизу:

1

кАи  >
v +  1

, 1 1 и+  —  1п
2 Ьо

При этом

1 +
' u ' f l  +  v >

где
1ф12 =

4У2 F(u)
Ф те2 -  и2 ’

F(u) -*Vt( - У 2  +
У1 v

( 21)

Остановимся подробнее на условиях, которым должна удовлетворять 
величина Лгг. Когда v З5 — 1, т. е. точка наблюдения достаточно удалена от 
каустики, неравенство (20) переходит 
в следующее:

(22)

Практически правая часть этого неравен- -  
ства не превышает пескольких единиц. При 
зпачепиях v, близких к —1, величина Дгг 
должна удовлетворять двум неравенствам: Фиг. 1
неравенству (20), в правой части которого

i  и
можно пренебречь величиной —  In— —  по сравнению с 1 /  (v +  1) и зпа-

Z Z/vo
менатель положить равным 1, и неравенству (14), которое хуж е всего 
выполняется при п =  т. Таким образом, для А и имеем условие

к  (и — Ьт ) »  кАи »  —■ i 10,  . (23)
к (а — Ь,п)
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Оно выполняется тем лучше, чем дальше точка наблюдения удалена от 
каустики m-й нормальной волны. Минимальное расстояние (u — L m) mm, 
начиная с которого можно удовлетворить неравенствам (23), определяет
ся из уравнения

к (и -  L m) m i n  =  100— — -—  (24)

Таким образом, неравенства (23) выполняются, если точка наблюдения 
удалена от каустики на расстояние и — Ьт, превышающее значение

( и  Lm) m i n

ЮУщ а величина М и  имеет порядок Ур0. При

этом неравенство (12) переходит в условие u »  V р() /  к. Поскольку

и >  =  —  ̂  это условие выполняется при больших значениях р0 =
к

л 
2Ф

г (и)

Неравенство (13) накладывает ограничение снизу на величину w_—u =  
=  р  — расстояние от источника до точки наблюдения; р > 1 / р 0 / Л  =  
=  Lo /  V|х0. Г1рп р0 »  1 это минимальное расстояние р может быть поряд
ка L0.

Следует отметить, что условие

и — Lm >
10 \! р0

а также неравенство (7),  которое для п =  т 
образом:

II -  Ьщ >

записывается следующим

(2G)

могут быть удовлетворены только при достаточно малых значениях угла 
раствора клина Ф. Если правые части неравенства (25), (26) превыша
ют расстояние между двумя соседними каустиками, то условия (25), (26) 
но могут быть выполнены. Отсюда можно получить следующее ограни
чение на величину Ф:

Перейдем теперь к анализу полученных результатов. График функции 
F(u)  представлен на фиг. 2. При больших значениях и /  Ь0 множитель 
F(u)  отличается от единицы только в областях, примыкающих к каусти
кам. При не слишком больших значениях и /  L 0 функция F(u) заметно



отличается от единицы. Множитель F{u)  описывает крупномасштабную 
структуру звукового поля, связапную с наличием каустик.

Закон спадания среднего квадрата модуля звукового потенциала опре
деляется функцией [w2 — и2) Если точка наблюдения движется от 
источника по прямой z =  (г — r0) tg 0, где z =  р sin 0, г — г0 =  р cos 0, то 
зависимость | ф | 2 от расстояния р между источником и приемником опре
деляется следующим образом:

4V2
, —  (28) 

ФрУ р" +  4 r0p cos 0 +  4г0“
На небольших расстояниях от источника ( р < 2 г 0) спадание происходит 
по цилиндрическому закону:

1ф12 =
2У2 

Фг0р ’
(29)

На больших расстояниях от источника (р ^  2г0) цилиндрический закон 
спадания переходит в сферический

1,03
1ф12 =

4У2
Фр2

(30) О

0,2 п 200 Го
Чр

Следует отметить, что формула (21) 
выведена в предположении, что точ- -цо - 
ка наблюдения находится достаточно 
далеко от источника. Поэтому ци
линдрический закон спадания, кото
рый имеет место при р < г 0, не про
тиворечит тому обстоятельству, что 
в непосредственной близости от ис
точника поле должно меняться с расстоянием по сферическому закопу.

На фиг. 3 изображена функция /  =  lO lg-ff|ф |2, где ЛГ =  Фг<г/У2, вы
численная при 0 =  0. Пунктирные прямые соответствуют цилиидрическо-

Фиг. 3

му и сферическому законам спадания. Зависимость от угла 0 больше
всего проявляется при р ~  2г0, но и здесь разность между функцией 
101£|Ф Р, вычисленной при 0 =  я/2, п той же функцией, вычисленной 
при 0 = 0 ,  не превышает 1,5 до.

Следует отметить, что при выводе формулы (28) предполагалось, что 
источник находится в зоне, по крайней мере, нулевой нормальной волны, 
т. е. Го >  Le, где Лп =  Цо /  А*. Таким образом, для определения расстояния 
р, с которого начинается сферический закон спадания усредненного поля, 
мы имеем два условия: р > г 0 и г0> щ А /  2л. Значения р, для которых 
ноле точечного источника в клине можно представить в виде поля точеч
ного источника в безграничной среде, по обладающего диаграммой на
правленности, определяется неравенством р »  г02 /  X. Это неравенство ока
зывается более сильным, чем неравенство р »/•<>. Таким образом, сфери
ческий закон спадания для усредненного поля начинается с меньших 
расстояний, чем устанавливается диаграмма направленности пеусрсдиеи- 
ного поля.
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