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НЕЛИНЕЙНОЕ РАСПРОСТРАНЕНИЕ ВОЛН 
В ЖИДКОСТИ С РАВНОМЕРНО РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ

ВОЗДУШНЫМИ ПУЗЫРЬКАМИ
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Приведены решения уравнении, описывающих распространение волн 
в среде с пузырьками воздуха с учетом нелинейности, дисперсии и погло­
щения. Получены выражения для второй гармоники акустического сиг­
нала, определяющие законы ее нарастания в системе в зависимости от 
концентрации воздушных полостей в единице объема при различных ча­
стотных соотношениях между сигналом, гармоникой и собственными ко­
лебаниями воздушных пузырьков.

Известно, что вода, содержащая пузырьки воздуха, обладает высокой 
нелинейностью и дисперсией. Если в такой среде возбуждается плоская 
монохроматическая волна, то нелинейность приводит к образованию гар­
моник и их взаимодействию. Дисперсия, создавая расстройки по скоро­
стям между волнами, ослабляет это взаимодействие.

Рассмотрим нелинейное искажение гармонического сигнала, распрос­
траняющегося в воде с равномерно распределенными воздушными пузырь­
ками. Полная система уравнений, описывающих этот процесс, состоит из 
уравнений гидродинамики и уравнения движения воздушной полости. По­
скольку нелинейность, обусловленная пузырьками, значительно превосхо­
дит нелинейность гидродинамического характера, уравнения гидродинами­
ки можно считать линейными и свести их к волновому уравнению вида [ 1 ]

д2р _  1 д2р  _  d2V
дхъ с02 dt2 d t 2

Уравнение малых колебаний воздушного пузырька с учетом диссипации 
энергии имеет следующий вид [ 2 ]:

V  +  o v F  +  fV -  a V 2 -  р [2VV  +  V2) =  - е р .  (2)

Здесь р — возмущение давления в среде, V — объем пузырька, с0 — ско­
рость распространения звука в воде, р0 — плотность воды, п  — концентра­
ция пузырьков, соо2 =  З^Р0 /  роЯо — собственная частота пузырька, где ч — 
показатель адиабаты в уравнении состояния, R 0 — равновесный радиус пу­
зырька, Р 0 — равновесное давление в среде, а , |5, е и /  определяются выра­
жениями а  =  3^(1 +  7 ) g v , $ =  1 /8яД03, е =  4л/?0 /  р0, /  =  бсо, где 6 — без­
размерный коэффициент затухания, со — частота колебаний пузырька. Точ­
ками в уравнении (2 ) обозначены производные по времени.

Уравнения (1) и (2) для полубесконечыой среды нужно дополнить гра­
ничными условиями

х  =  О, р  =  A  cos at .  (3)

Гармоники, образующиеся из-за пелппейностп среды, распространяют­
ся со скоростями, отличными от скорости основной волны, что препятству­
ет перекачке энергии из волны с частотой со в высшие гармонические со­
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ставляющие и тем самым ограничивают число эффективно взаимодейст­
вующих волн. Это обстоятельство позволяет написать решение уравнений
(1) и (2) в виде двух волн — излученной волны и ее гармоники:

Р =  Ч2 [р 1 {х)с>ы - к'х) +  р 2 (х )енгы-к*) +  комп, сопр.], 

V =  l/ z [V i (x )e l{0t~k,x) +  V2 (x ) е){2ш1- кгХ) +  комп, сопр.],

(4 )

(5 )

где р  1, р2, V1, V2 — медленно изменяющиеся комплексные амплитуды, 
ki =  о  /  с0, кг =  2(о /  с0.

Подставляя решения (4) и (5) в уравнения (1) и (2) и используя 
обычную процедуру составления укороченных уравнений, получим после 
исключения Ft и V2:

dl>i = —j&tPi, (6)tlx

(̂ P 2 , . 2
——  =  -  ]A2pz +  /vpr. 

( IX
(7)

При выводе уравнений (6) и (7) мы пренебрегли влиянием возникающей 
второй гармоники на амплитуду волны основной частоты, что справедливо 
при р 2 <  pi. Коэффициенты Д4 и Д2 описывают дисперсию среды, а коэф­
фициент v характеризует нелинейное взаимодействие волн. Заметим, что 
все коэффициенты Д4, Д2 и v являются комплексными и определяются вы­
ражениями
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Здесь б, и б2 — коэффициенты поглощения пузырем волны частоты о> и 
гармоники.

Уравнение (6) имеет решение вида
р,  =  Ae~iA‘x. (И )

При этом lie  Д 1 определяет частотную зависимость волнового числа, 
a ImAi  характеризует затухание звуковой волны на пузырьках:

Re Ai =  -
p0nVо(ОСо ^

(O'

(Оо )
( 12)

Im Д, =  —

(Оо

p0nV0C0(D3d,
(13)

Решение уравнения (7) можно представить в следующем виде:

у  А 2
2Д.-Д:

(е"*«* -  в"**-*). (14)
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Это выражение показывает, что величина комплексной амплитуды второй 
гармоники зависит от соотношения нелинейных и дисперсионных свойств 
среды.

Вычислим действительную амплитуду второй гармоники В:
2 2

9 ^1 + 7 -  ~ )  А'  [ e2ImAil'+ е41‘"д1*_  2е<г1тА.+1тД«)* cos (2 Re Д, -  Re Д2) х \
В - =

16ро*(о‘Д .‘ [ ( l  - - ^ - ) 2 +  б,2 [9 +  (462 -  б ,)2]
(15)

Действительная и мнимая части Д2 определяются выражениями

4о)2

Ие Д 2 =
poWF00)C0 ( 1 —

\  СО оО
г / 4со” \ 2 -1 4т* \ 2п

N3

(16)

и

Im Д2 =  —
4po«Foffl3c062

7Р 0СО02 [  ( 1 - £ ) > & П
(17)

В =

СОо \ СО о*
Проанализируем выражение (15) при различных соотношениях между 
частотами волн, распространяющихся в среде, и частотой собственных ко­
лебаний воздушного пузырька.

1. Пусть частоты основной волны и ее гармоники малы по сравнению 
с (о0; тогда действительная амплитуда второй гармоники выражается при­
ближенной формулой

(1 +  7 )А 2 . Зр0гсУ0ю3с0 
W f l 7 ~ sm - - 21p„— ^  ( ,8 )

которая описывает нарастание амплитуды второй гармоники с расстояни­
ем при значениях х , удовлетворяющих условию

« < * 5 1 .  (19)
pott К0С0(0

Пространственные масштабы этого процесса определяются содержанием 
воздуха в воде (тгV0) , отношением частот собственных колебаний пузырь­
ков и волны, излучаемой па границе нелинейной среды, а также свойства­
ми воды. Формула (18) позволяет оценить концентрацию пузырьков по 
величине амплитуды второй гармопики. Отношение коэффициента, стоя­
щего перед синусом в выражении (18), к амплитуде А по порядку вели­
чины равно единице при Л =  0,1 атм. Поэтому вследствие нарастания вто­
рой гармопики коэффициент В  становится сравнимым с амплитудой ос- 
новпой волпы. В этом случае необходимо учитывать влияние второй гар­
моники на амплитуду волны основной частоты п амплитуды следующих 
гармоник.

2. Допустим, что частота второй гармоники совпадает с частотой соб­
ственных колебаний пузырьков. В этом случае выражение (15) принимает 
вид

v 2 Г 2хх HxS,x _  /4S) _1_\
9 -  2е \  •  +  1 _

в 2 =  -  4 —  ;------ ,L ..................^ ------------------------------------ ------ — . (20)
9 3

4л + Y
X X  4

C O S  -7 Г - У.Х ]
р02со4/£04 (9 +  б̂ 2) [9 +  (46а — б,)2]

где х =  рогсУоСасо/ 4Р 0. Примерный вид зависимости амплитуды гармоники 
от расстояния для частоты гармонического сигнала 1,5 кгц при содержа-

692



нии воздуха в воде, составляющем 10-5 частей воздуха на 1 часть воды, 
изображен на фигуре. Значения 6i и 62, необходимые для построения гра­
фика, приведены в работе [3].  Амплитуда второй гармоники увеличивает­
ся с расстоянием до своего максимального значения, не превышающего 
при А  =  0,1 атм 10% от амплитуды основпой волны, а затем медленно па­
дает вследствие поглощения энергии пузырьками воздуха с коэффициен­

том затухания, равным удвоенному коэффициенту поглощения волны час­
тоты о), определяемому выражением (13).

3. Если волна частоты со оказывается в резонансе с собственными ко­
лебаниями пузырьков, выражение (15) примет впд

9у2Л4
В2 =

[ Яхб8* 
е  0Ыбб22

2 х.т _  /2_ +- б, 9+1вба* )ОЫббг2 -L. е б, У.Х 3  Y .X
C O S 9 +  166 22

16p02(o4/ V V  [9 +  (46, -  6t)2]
(21)

Как и в предыдущем случае, амплитуда второй гармоники увеличивается 
но мере распространения от нуля до значения, равного 4 Л 2 /  4p0co2/?0“6i, 
а затем падает. Пространственные масштабы роста амплитуды гармоники 
при прочих равных условиях те же, что и на фигуре. Максимальное зна­
чение отношения В /  А  при амплитуде основной волны, равной 0,1 атм, 
и частоте 3 кгц составляет 20%, а коэффициент затухания определяется 
мнимой частью расстройки по скоростям 1ш Д2 (см. выражение (17)).

4. Когда пузырыш не резопапсные и их собственная частота ниже час­
тоты распространяющейся волны, выражение (15) можно представить 
в виде

В 2 =  9Л4
2 хб,а>02.х

е  2и>2(1+бз2) _|. е  co*(l+5j*) — 2 е
xio<2(46i+52+46,82a I б,25г) х

4o>*(i+5**)(l+S»*) X

X

и ю 0* (3  +  4 6 ,*  —  6 t 2)

4 ®»(1 +V ) ( 1  + V) ]
16р0а(о4Д 04 (1 -I- 6 ,2) [9 -|- (46а -  602) 

Для значений х, удовлетворяющих условию

(22)

х <
©До2

6t2F0c06 i ’
действительная амплитуда второй гармоники будет приблизительно

А 2 sin ( 3 xcd02s / 8 g)2)

(23)

В  =
2р0огДо2

(24)

Отношение коэффициента, стоящего перед sin, к А  при А  =  0,1 атм, часто­
те основпой волны, равной 30 кгц, и собственной частоте пузырьков 3 кгц, 
составляет 10”4, что свидетельствует о малости второй гармоники.



Таким образом, плоская гармоническая полна, распространяясь в среде 
с воздушными пузырьками, порождает вторую гармонику. Величина и про­
странственное поведение амплитуды гармоники зависят от того, насколько 
частоты распространяющихся волн близки к собственной частоте колеба­
ний пузырьков. Вдали от резонанса амплитуда второй гармоники увеличи­
вается пропорционально расстоянию при х , удовлетворяющих услови­
ям (19) для низкочастотной волны и (23) — для высокочастотной волны. 
В случае низкой частоты при концентрации пузырей, обеспечивающей со­
держание воздуха 10-5 частей воздуха на 1 часть воды, эти расстояния 
составляют 104—105 см. Проведенный расчет позволяет определять ампли­
туду второй гармоники при В <  Л. При значении В, сравнимом с ампли­
тудой основной волпы, начинают играть роль явления, которые здесь не 
учитывались: уменьшение амплитуды волпы, генерируемой на границе 
нелинейной среды, и зарождение следующих гармоник. При со >  со0 амп­
литуда второй гармоники мала: она пе превышает 10“4 от амплитуды ос­
новной волпы при А  =  0,1 а гм. Когда одна из волн, излученная волна или 
ее гармоника, попадает в резонанс с собственными колебаниями пузырь­
ков, амплитуда второй гармоники сначала увеличивается, а затем медлен­
но затухает па пузырьках с коэффициентом поглощения перезопансной 
волны. При этом величина амплитуды гармоники составляет примерно 
10% от амплитуды основной волиы.
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