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К ВОПРОСУ О ФЛУКТУАЦИЯХ АМПЛИТУДЫ  
И ФАЗЫ В СФЕРИЧЕСКОЙ ВОЛНЕ

В . I I .  К а р а ва й н и к о в , В . А . Ч у  клав

Проведен расчет флуктуации амплитуды и фазы в сферической вол
не при корреляционной функции показателя преломления вида: В(г) =
= В 0 ехр(—r/а). Дано сравнение полученных результатов с формулами 
для флуктуаций амплитуды и фазы, полученными при расчетах с исполь
зованием корреляционной функции показателя преломления другого 
вида.

В работе [1] получены общие формулы для вычисления средних квад
ратов флуктуаций амплитуды

1

и фазы
2 2= — ( / , - / 2) (1)

(2)

в сферической волпе, распространяющейся в среде со случайными неодно
родностями, где

L' +оо
/.= J JjJ Ф,{а2'—аг'; p)B(r')dr\ do d | / , (3)

и — I

L' +оэ
J Ш  Ф{{ a / + a 2'; p)B(r')d£  d o d g / dg2' (4)
0 -CO

р=Ут]2+о2, .

B{r')  — корреляционная функция показателя преломления, а Ф) в общем
случае имеет вид

1 Ьр
Фх(а;р) =  - -----sin

2я а 2 а  ’
(5)

где

« = - ~ -  W = L { t ? + o > ) .
/Со

Там же проведен расчет для случая, когда В  (г') задана в виде

В ( г ' ) - В .е Ч| ( - £ 1т) .

Рассмотрим случай, когда В (г') имеет вид

В { г ' ) = В 0ехр ( - - А - ) - (6)
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Подставляя в формулы (3) и (4) значение В { / )  из формулы (6) и рас
крывая вид функции tf>i для 1  i и / 2, получим

I/ +0. р
д =  Г ГГ Г__________-----------------« т ---------------------------- v

о  2 n ( | i '  — l a ' )

S2+ a 2

Xe dy\ d o d \ i  dg2', (7>

L’ + oo

J Ш sin
¥ + o 2

0  — CO
2л [ V  a , ' + i / ) -  ( | , ,2+ | 2‘2) ] 2 [ L ' - ( I ,'+ & ') -  (1 .‘* - |2 ,г) ]

X

\

Xe ' ' d ^ d o d l S d l / .  (8)
Переходя здесь к полярным координатам р, <р на плоскости £а и учитывая, 
что коэффициент корреляции есть четная функция относительно т) и ar 
после интегрирования по ср получим

и<%' I 2

Il=B° % (17=l?yw =ir=i7)sin 2[(s1'-g ,')(V -5 i-b ')i x
Y

dli'dia'pdp,
J / o o

0 0

/2 = ^ 0

x e

1 *2
sin

0 0 №#(6 i '+ b #M b le- £ . “ ) 2 [ / /  (6i#+ 6 e #)—(5x“ —E»le)]
x

]/*  «.■■ V>+ £
X  e a' dh'd&pdp.

Дальнейшее упрощение интегралов Zt и / 2 возможно в том случае, когда 
дистанция велика по сравнению с радиусом корреляции (L » a 0). Вводя 
относительную координату | /= ( £ , /—-^г') и координату центра тяжести 

1
#=»—  ( l i ' + l / ) ,  можно написать: ,Z

I /  О О  0 0

71 = 5 0 J $ $ Sin l ' ( L ' - $ x ) 2 l ' ( L ' - 2 L )  ’

/ g -  g
e a' rf:rd£'prfp, (9)

0 —00 0

L  '  с о  cxi

— 1  
-  ^  x  О Г ' «  О

sin
0 -"00 0 2L'x—2x2— 2 (2 L 'z -2 x 2 —^ )

У * + Г '
a' d id l'p d p . (10

В выражении (9) выполним интегрирование по х  в пределах от —оо д0 +°о.

Для этого введем новую переменную « = 2 \ ' \ L ' - 2 x ) учитывая, что

sinz
есть четная функция относительно z, и пользуясь определением

интегрального синуса, мы придем к выражению

о с  оо

( s w i ) ] -0 0 •

а» dZ'pdp.
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Выполняя подстановку t — 7= *  и переходя к полярным координатам
Ук3Ь

г, ф на плоскости получим

Я/2 оо

Вычислим интегралы 
00

/ 3= J  si ( - r b )  e~"°°r dr, ( 12>

Л =  J  si(rb)e~'/a°rdr,  

к sin2 ф

а з ) :
,0

Ь=-где и----- выполняя в формуле ( 12 ) интегрирование

а именно:

по частям,

00

1 г = —айе r/a°s i (—rb)r  I + a 0j  s i (—rb)e~r,a° dr+a0̂  e -r/a>rdsin(—rb)

и,учтя,что И т — ^ = 0 , l im s i(—rb) =  0  и d s in (—rb) =
sin (—rb) (—6)

r-*<o r-̂ OO

получим
oo C O

h=(io  J*si (—rb)e~T/a<> dr+aQb Jsin  (rb)e~T/a* dr.

Вычислим аналогичным путем выражение (13) для h —h:
w  w

h - h = a Q J s i ( - r b ) e - r/aadr—ao J s i(r6 )e”r/o,dr. (14)

Интегралы, входящие сюда,— табличные. Вычислив их и внося выражение 
(14) в формулу (11) для Л, получим

1 *£* N
i = 2 k 3B 0La0—  arctg —  ig  ф dw,

iv у о (15)

1/' 1 1
г д е  — ,  i V '  =  — =  —  « 1 .

а0 а /са0
Выполнив в формуле (15) интегрирование по ф и учтя, что Аа0̂ 1 , получим 
окончательно

I i = 2 k 2aQB0L.

Перейдем к вычислению выражения (10). В интеграле для /2 выполним 
интегрирование по х. Подстановкой t—x— у  это интегрирование сводится 
к вычислению интеграла

L'/2 2 р*
2  |  L “ - W - l u Sm'Lll- 4 f - i 11 dt'

3* 8 4 3 .



2 1
который подстановкой я ---- — можно привести к виду

Ju

2L -J •sin
О г 1 2

dz.

Учтя, что область существенных значений £ определяется неравенством 
1 '< к а 0 и Ь ' > а \  членом в знаменателе можно пренебречь по сравне

нию с единицей. Вводя новую переменную z==~£ye < ’ получим

26' , J

(
ч t !2= _2Г

sin

и г
12

)  • L12(  1
12

. —2<
L12 ■ )

в-1' Л 7.

Можно показать, что 1— — е ^ 1 , и тогдаL
оо

J
~ 1п  L ' / V

1 • Рг . . . Л  2 • Рг—  s m — e d t = — s m  —

Выражение для /2 в этом случае приводится к виду

а*
2

„ -  2 V  **+ ъ

=  Z J 5 » S s in f e e
о

R

pdpdl'.

Выполнив подстановку £ = - = i и интегрирование а также переходя к
1L'

размерным величинам, получим
с о

^Л Н -кУ Ч -к )dt-
tj  t  \  a

где Ki — цилиндрическая функция л , f — 7  J «  — , т. e. имеет логариф-
\  Q /  t

» ч

мическую особенность, но j  такой особенности не имеет. Для Ki

можно написать интегральное представление:
tz 1
4х а12 dx

t2 i
—  —  —  —  г

и тогда

f Sin )  te 4х 012 da:.
а о ' L  '

Изменив порядок интегрирования
/  O ’   1 с о  .

/ 2=  — £ 0 J е 0,2 dx J  sin  ̂—  tz  ̂е
1*
4х £d£
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и, выполнив интегрирование по t  и х, окончательно получаем

h = - 2 k 2LBaa,D [ ci (D) sin {D) - s i  {D) cos (D) ] + 2 k 2B0a0L, (16)
L

где D =
Aka, 2

Используя выражение (15) и (16) для средних квадратов флуктуаций 
амплитуды и  фазы, на основании формул (1) и (2) получим

Z2= k 2a0B,LD [ci (О) sin (D—si(D)  cos (D) ], (17)

S i2= 2 k 2a„B,L { /  -  - i -  D  [ci (D) sin (D) - s i  (D) cos (D) ] } .  (18)

Параметр D  в зависимости от изменения входящих в него величин может 
принимать различные зпачения.

Формулы (17) и (18) справедливы при любом значении D. Рассмотрим 
случай, когда Z )» l. Дадим оценку выражению

D  [ci (D ) sin (D) —si (D) cos (£>)].

Для этого необходимо знать асимптотические выражения для интеграль
ного синуса и интегральной показательной функции Ei.

В разложении Ei  достаточно ограничиться двумя членами. В этом слу
чае

D  [ci (D) sin (D) - s i  (D) cos (D) ] =  sin2 (D) -  ?os(Z^ in (0 )  +  

+COS2 (D) +  sin.(g W p ) =  sin2 {D) +cos2 (D) = 1

( 1 9 )

На основании формулы (19) формулы (17) и (18) можпо написать в вщщ

Zz= k 2a0B 0L ,, (20)

7У2= к 2а0В 0Ь, - (21)

т. е. флуктуации амплитуды и фазы растут прямо пропорциопальпо рас
стоянию от источника до приемника. Формулы (20) и (21) отличаются от 
соответственных формул работ [1, 2 ], где выполнен расчет с корреляци-

/ г12 \ t
онпой функцией показателя преломления в виде В0ехр у — ——j , коэф

фициентом , 1  >
Рассмотрим случай D<£l.  При этом условии sin(Z))~D , cosZ )» l и

ci (D ) sin (D ) —si (D ) cos (D ) «
я

(22)

Формулы (17) и (18), используя формулу (22), можпо написать в виде

¥ z= 2 k 2a0BQL, - (23)

я
Z2=  — B 0L \ (24)

т. е. в случае D < 1 ,  соответствующем геометрическому приближению, фор
мула (23) отличается от соответственной формулы (20), отвечающей слу
чаю Z »  1, множителем 2.
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Средний квадрат флуктуаций амплитуды при D <  1 растет прямо про
порционально квадрату дистанции и при наложенном условии па а0 не 
зависит от а0. Полученный результат (24) отличается от соответственного 
результата работы [1] тем, что там средний квадрат флуктуаций ампли
туды прямо пропорционален кубу дистанции и обратно пропорционален а03.

В отличие от гауссовой корреляционная функция вида

теля преломления. Этим и объясняется различие результатов при D <  1.
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