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Обсуждаются различные способы рассмотрения проблемы параметри
ческого взаимодействия волн применительно к средам без дисперсии. 
Показано, что наиболее интересные задачи можно решать графически, 
используя в дальнейшем методы приближенного спектрального анализа. 
В общем виде, а также па конкретных примерах продемонстрировано 
влияние фазовых соотношений на эффективность параметрического 
взаимодействия.

Трехфононным параметрическим взаимодействием припято называть 
такой нелинейный процесс, при котором происходит расщепление фонопа 
волны накачки (частоты со») на два фонопа — сигнала (coi) и волны раз
ностной частоты (со2). Закон сохранения энергии накладывает при этом 
ограничение на частоты взаимодействующих волн

со8=со1+со2, (1)

а закон сохранения импульса — на их волновые векторы (условие синхро
низма):

k3= k 1+ k 2. (2)

В результате параметрического взаимодействия слабого сигнала с ин
тенсивной волной накачки возможно его усиление, что открывает возмож
ность использования этого эффекта в практических целях. В настоящее 
время параметрические взаимодействия исследованы достаточно полно, 
особенно в нелинейной оптике [1 —3].

Специфика акустики состоит в отсутствии дисперсии: здесь условия
( 1 ) ,  ( 2 )  разрешают усиление сигнала любой частоты 0 < g) < cq3. Широко- 
полоспость акустических нелинейных эффектов является трудностью па 
пути реализации параметрических усилителей, так как наряду с «полез
ным» процессом распада фононов происходят «паразитные» процессы их 
слияния, ослабляющие волну накачки. Поэтому большинство исследований 
было посвящено поиску специальных способов создания дисперсии [4, 5]. 
Вместе с тем интересно рассмотреть это явление в «чистом» виде, тем бо
лее, что с ним имеют дело в экспериментах [6, 7].

Распространение звука конечной амплитуды с учетом трехфопопных 
процессов (квадратичной нелинейности) и поглощения описывается, как 
известно, уравнением Бюргерса

dV dV d2V
до 0 0  ”  ' дд2 *

Здесь использованы безразмерные переменные V=vlv,o, 0=сo ( t—x/c0), 
о = ( е / с 02) G)v0x. Величина Г равна (2 e R e )“‘, где И е= с0роУо/Ь(о — акустиче
ское число Рейнольдса.

Поскольку уравнение (3) может быть решепо точно в общем виде, прин
ципиальных трудностей при рассмотрении любых (в том числе параметрп-
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ческих) трехволповых взаимодействий не существует. Достаточно задать 
граничное условие при о=О,

F  =  F s (0) s i n 9 +  F t (0) sin ^ 0  +  5(0)^ , где 7 3( 0 ) > F 1(0),

найти соответственное решение уравнения (3), а затем с помощью гармо
нического анализа вычислять фурье-компонеиты воли V$(g),  Vt (о), задан
ных на границе, н компоненту волны разностной частоты F2(o), возникаю-

Фиг. 1

Фиг. 2

щей в среде. Однако в силу сложного вида получаемого решения реализо
вать эту схему затруднительно.

Прямой спектральный подход (столь плодотворный в нелинейной опти
ке [1 ], когда решение уравнения (3) ищется в виде заданного спектра, 
в акустике не приводит к успеху, так как при этом требуется решать си
стему бесконечного числа связанных нелинейных уравнении. Тем не менее 
этот способ позволяет описать начальную стадию процесса, па которой 
можно пренебречь истощением накачки. Рассматривая для простоты вы
рожденный случай соз= со, (1),= оь = со /2 , будем искать решение уравнения
(3) в виде

(4)У -  sin 0 -|- F i (о) sin ( - | -  +  S  (o)'j .
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(5)

После несложных выкладок мы получим два укороченных уравнения

- § = T s i” “ ' (6>

которые позволяют сделать ряд важных выводов. Прежде всего заметим, 
что наибольшее усиление достигается при начальном сдвиге фаз 5  (0) =  
= я /2 . Из уравнения (6 ) получается при этом 5 (a )  =co n st=n /2 , а уравне
ние (5) дает следующий закон изменения амплитуды сигнала: Fi(o) =

=  F ,(0)exp [ (1—Г )о /А ]. Нетрудно 
видеть, что усиление имеет место 
для Г <  1 , т. е. при больших числах 
Re. Если же начальный сдвиг 
5 (0 )  равен нулю, то усиление во- 
общо невозможно, и амплитуда 
заданной на входе волны быстро 
уменьшается. При произвольном 
5 (0 )  пороговое условие может 
быть написано в виде Г <  
< —cos 2 5 (0 ).

Итак, самым интересным явля
ется случай больших чисел Рей
нольдса, когда сильно выражены 
нелинейные эффекты, и вполне 
определенного начального сдвига 
фаз 5  (0) = л /2 , при котором энер
гия накачки перекачивается в суб
гармонику наиболее эффективно.. 
Для изучения процесса во всей 
области значений о  целесообразно 

воспользоваться графическими методами, наиболее удобными именно при 
больших числах Re.

Рассмотрим два случая: 5 ( 0 ) = л /2  и 5 (0 )  = 0 , положив F ,(0 )= 0 ,2 .  
Как показывают графические построения, поведение исходных профилей 
волн оказывается в этих случаях принципиально различным. При 5 (0 )  =  
= я /2  начальное возмущение, заданное в виде F =sin  0+O ,2siu(0/2+n/2), 
имеет два несимметричных полупериода (см. фиг. 1). После образования 
разрывов этот факт приводит к асимметрии фронтов относительно нулево
го уровня, и скорость движения фронтов становится отличной от с0. По
скольку два соседних фронта движутся с различными скоростями (причем 
скорость одного иф|> с 0, а второго — иф2< с 0), начальная асимметрия усили
вается. Как показано на фиг. 1 одип из полупериодов полностью вырожда
ется при а~26 , и исходная волна трансформируется в пилообразную с ос
новной частотой со/2. Напротив, при 5 ( 0 ) = 0 ,  когда возмущение задается 
в виде F = s ia  0 + 0 ,2 sin 0 / 2 , образуются симметричные фронты, и влияние 
субгармоники па поведение профиля оказывается мало (см. фиг. 2 ).

Результаты гармонического анализа графиков фиг. 1, 2 изображены 
на фиг. 3. Кривая 1 иллюстрирует поведение амплитуды V3{n /2} волны 
накачки в случае наиболее эффективного взаимодействия. Как видно из 
графика, амплитуда V3{n /2 }  уменьшается до нуля, а затем становится от
рицательной, т. е волна со начинает генерироваться в противофазе — уже 
как вторая гармоника усиленного сигнала со/2. Амплитуда же волны сиг
нала F, {я /2 }  (кривая 2) вначале несколько нарастает, по затем ее рост 
тормозится истощепием энергии накачки. В результате V i{n /2 }  уменьша
ется из-за действия затухания. Однако это уменьшение достаточно медлен
но, что позволяет \\{л/2} превысить V3{n /2}. Эффект усиления сказывает-
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с я вплоть до очень больших о , как это видно из сравнения кривой 2 и кри
вой, описывающей изменение амплитуды волны о) / 2  при отсутствии нели
нейного взаимодействия (штриховая линия на фиг. 3).

В случае iS (0) = 0  перекачка энергии идет в обратном направлении — из 
субгармоники в волну со, поэтому амплитуда субгармоники Vi {0 }  быстро 
уменьшается (кривая 3 на фиг. 3 ). Однако вследствие малости начальной 
амплитуды субгармоники ее энергия дает малый вклад в энергию накачки, 
и на кривой 4 — F 3 {0} — это нелинейное взаимодействие практически пе 
сказывается.
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