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Определена матрица передачи для кругового цилиндрического слоя 

произвольной толщины при колебаниях на заданной цилиндрической моде. 
Используя полученную матрицу и принцип суперпозиции, можпо решить 
задачу дифракции поля ненаправленного источника на слоистой оболочке.

В задачах звукоизоляции, распрострапепия вибрации и звукоизлучения 
часто сталкиваются с необходимостью изучения поведения слоистых кон
струкций. Достаточно подробно эти исследования проведены для плоских 
слоистых структур [1—4]; меньше сведений существует о поведении сло
истых оболочек. В работе [5 ], например, найдено рассеяние звука на жид
ком слоистом цилиндре, в работе [6] изучено прохождение сферической 
волпы через трехслойную концентрическую оболочку. При этом, в силу 
симметрии, волны сдвига в оболочке не возбуждаются и решение опреде
ляется только волпами сжатия. В этой связи представляется полезным рас
смотреть вопрос о колебаниях бесконечной круговой цилиндрической обо
лочки, состоящей из произвольного числа упругих коаксиальных слоев лю
бой толщины.

Для решения задачи используем метод матриц передачи [1—4]. Извест
но, что для пластин эти матрицы строятся применительно к плоской волне, 
причем между видом возмущения и границы существует определенная сим
метрия. В рассматриваемом случае в качестве элементарного возмущения 
мы выберем цилиндрическую моду, а матрицу передачи сконструируем по 
отношению к амплитудам скоростей и напряжений, действующих на про
тивоположных границах слоя или совокупности слоев. Моду будем характе
ризовать номером угловой гармоники п и проекцией rj волнового числа на 
ось оболочки z; для удовлетворения условия периодичности по углу будем 
считать п целым. Очевидно, что поведение оболочки при более сложных 
воздействиях может быть описано суперпозицией модальных колебаний 
с различными п и г).

Пусть Я и ц  — параметры Ламе материала некоторого упругого изотроп
ного слоя, входящего в состав сложной оболочки, р — его плотность, ci и с< — 
скорости, a k,=to/ci и &<=(о/с, — волновые числа соответственно волн сжатия 
и сдвига, со — круговая частота. При отсутствии внутренних источников, 
при гармонических колебаниях, поле в слое удовлетворяет уравнениям

Дф+/сДр=0, Д'фх+А,2 i|)z= 0 ,

+  (* ,’ -  -рг) Фг -  — ’h  =  о, (1)

А^е +  (&/2 — -jx )  t e  +  -рг • -щ-  % =  О,

где ф — потенциал продольных волн, фг, фг, фе — составляющие векторного 
потенциала, Д — оператор Лапласа.
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Рассмотрим движение слоя на моде п, г). При этом распределение поля 
по углу 0 и продольной координате z задается множителем ехр [£(лг0+r|z) ], 
который мы для сокращения записи в промежуточных выкладках будем 
опускать. Учитывая последнее замечание, решения системы уравнений (1) 
для моды /г, г] можно написать так:

ф= A J n( x ) + A 2N n(x)y ypz= A sJn( y ) + A lkN n( y ) 1

b = i {‘* \ M l A J n - i ( y ) + A iNn-i(y) ]+AbnJn(y) /y+AtnNn{y)/yy  (2)

( Ф )  [A J r - 1 (У) + A iN n- i (у) ] + i A 5Jn'(y)  + tAJfn  ( у ) .

Здесь х=%г  — волновой радиус для продольных волн, у = к г  — такой же ра
диус для волн сдвига, £=УА,2— х=У&<2—тД A t — неизвестные постоянные. 
Если | т| | > k lf то выбирается положительно мнимая ветвь корня нри этом 
функции Бесселя Jn(x) и Неймана N n(x) удобно заменить модифицирован
ными цилиндрическими функциями 1п(х) и К п(х).  Аналогично поступаем 
и при |т]|>& ,. Случай, когда § или х  обращаются в нуль, мы рассмотрим 
несколько позже.

При решении двух последних уравнений системы (1) использовалось 
условие соленоидальности d iv $ = 0 , которое применялось раздельно как 
к сходящимся, так и к расходящимся при г= 0  волнам сдвига.

Пусть V г, F 0, Vz — радиальная и соответственно касательные скорости 
смещений частиц упругой среды, а Т ГГ9 7\© и T rt — радиальное и касатель- 
пые напряжения на поверхности радиуса г. Обозначим для краткости через 
[7 \] вектор-столбец с составляющими T t= V г, T2= V Q, Тъ= Т ГГу Тц=Тге, 
T5 =  Vri T e = T rz.

Принимая во внимание соотношение между скоростями и напряжения
ми, с одной стороны, и упругостными потенциалами — с другой [7 ], найдем 
связь между вектор-столбцом [7 \] и величинами, пропорциональными ам
плитудам потенциалов. Эту связь удобно представить в матричной форме

1 Т Ф Ш г ) Н А / 1  i, Ь = 1 Л  ( 3 )

где [p<k(r) ] — волновая матрица шестого порядка, А /  и А 2 отличаются мно
жителем cog от Ai  и А 2. остальные А /  в сох раз больше соответствующих A h. 
Для сокращения записи положим

l = l - 2 n 2/yz, f=T)/x, а=х/&,, b=y\ lktl q = l / k ly
( 4 )

Т =1+ t \  a = p c t, x = l —nz/x2+  (Я/2|х) к 2! \2.

Тогда для элементов piih (при к = 1, 3 и 5) волновой матрицы мы получаем 
выражение:

Р и  =  —  i J n  ( г ) ,  P i ? .  ( » )  +  1 4 * '  ( у ) ’  Р и  =  —  i t J п  ( у ) ,

Р 2 1  =  ( * ) .  Р а  =  t  [ у 7 » '  (?/ ) +  - у -  J n  ( .?/ )] ,  P u  =  Y J n

Psi =  -  2да [ Щ &  +  xJn (x)] , Рзя =  2 iao (У) ~

Ж
X If Pa's— ao [ r n  ( y ) ( l y +

2n f  \  , 2(y — re<2)

У
+

У
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Ры =  ТГ Jn (х), Рьз =  — i tJп {у), р65 =  — (у),

Pei =  2iabJп (х), рй3 =  ab | / ( у )  (1 — г2) — 

J n (2/)] , Рм  =  — «ест (1 — /2) J (j/).
I/

Что же касается элементов p itk+ 1 (где А=1, 3, 5), то они получаются из pilk 
заменой функций Л,(я), /„ (у ) соответственно па N n(x ), 7Vn(y). При напи
сании элементов волновой матрицы учитывались рекуррентные формулы 
для цилиндрических функций и связь между высшими, низшими производ
ными и самими функциями.

Обращая формулу (3), найдем

и / ]  =  [^ .Л(г ) ] -1[П ] , (5)

где [/>.’, к (г) ]“* — обратная волновая матрица. Обращение (5) возможно, так 
как определитель волновой матрицы \р{, Л(г) | =8ia*/n*xzyob отличен от нуля.

Для элементов обратной волновой матрицы pt,h (при i= 1, 3, 5) мы по
лучаем выражения

P n = i ^ f -  [(* -  <2) * »  (х) +  Nn' (*)], ри  =  nq2n [* „ '  (x) -

p'ls =  nbqxNn' (x),

'81

inbx
~2a~ Nn (x),

=  no'n [iV„' (y) -  , p'M =  ina2y [ 1  N n (y) +
N n' (y) 

У ] •

A , =
man  
1 a ~

nay
“  2a

N
inbon

» (2/). P'x = ---------2 ~  Nn (У)< =  ° ’

A  1 =

A S =

-  inbay ( j V n ( 2/ ) [ l  -  " { n + - ~  ]  +  N n '  (2/ )}  ,

nboy К  (y) +  ( y  -  - 5 - )  N n(y)} ,

* .  - - [ n  «  -  • A  ~  К  W  -  7  ] .
ш оу

65 =  -  { (1 -  2b2) (y) +  ^ - N n (г/)} , p ^  = - ^ L N n (y).2a

Элементы p.'+i,* (где i = 1, 3, 5) получаются из pi>h заменой знака перед 
элементом и заменой функции iV„(;r), N n(y)  соответственно па l n(x),  Jn(y).  
Например, p2/ = —ino2x[ (l—t2)J7l( z )+ 2 q J n/ (x)/oy]/2,  р2* =nqxJ / ( х ) /2а.

Пусть г, — внутренний, а г2 — внешний радиусы слоя. Объединяя фор
мулы (3) и (5 ), получим связь между скоростями и напряжениями на раз
личных границах слоя:

[Т{]  r=T2— [ P i , h ( ^ )  ] [p»,ft(rl) ] “ , [7\]г«Т|==[иЧ ft(r2 , П) ] [ Т7*] r=r„ (3)

где [m ih(r2, г ,)] — матрица передачи упругого слоя в моде п , т). При вычис
лениях всем величинам, зависящим от радиуса в обратной матрице, прп-
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своей индекс «1», а в прямой — «2». Элементы матрицы передачи приведе
ны в приложении. Для компактности записи применены обозначения:

six  =  [/ „ ' (Хг) N n' ( * 0  -  (*,) N n' (*01 ,

[Jn («О N n (*,) — ЛГП (*0 / „  (**)],

_  Я*! 
с1х ---- «» [У„ (*о N n (* 0  — (®0 / »  (*0 1 ,

^  =  - у - | Л Г . '  ( * 0  Л .  ( * , )  -  ( * 0  Л 'п  ( * . ) ! ,  Р  =  г , / г 2. (7 )

Аналогичные функции sxy, с заменой х  па у  относятся к волнам сдвига.
Вернемся к случаю, когда параметр т) совпадает с одним из волновых 

чисел, например к,. При этом точка у = 0  является особой для функции 
N n(y) и в выражениях матричных элементов возникает неопределенность. 
Для ее устранения используем первые члены степенных разложений 1л(у) 
и N n(y)  при я > 0 . Тогда для функции типа (7) при |у |< 1  получим

Подставляя эти выражения в [гпщ(г2, г,) ] и учитывая формулу (4 ), найдем, 
что при х = 0  все элементы матрицы передачи имеют конечное значение. 
Например, при х = 0 , £=^0:

Подобным образом можно раскрыть неопределенность в [тл (г2у г4) ]  и 
при |= 0 .

При жестком контакте напряжения и скорости при переходе общей гра
ницы двух смежных слоев оболочки остаются неизменными. Поэтому, ис
пользуя рекуррентпую формулу (6 ), можно построить результирующую 
матрицу передачи композитной оболочки как произведение матриц отдель
ных слоев.

[Mik(rs+1, r\)] =  [ т $  (г3+1, г,)] . . . [mfij (rj+1, г3)] . . . (г2, г,)],

где [m„t(j)(/*j+1, гj) ] — матрица передачи /-го слоя.
В задачах, связанных со звукоизоляцией и дифракцией звуковых волн, 

упругая оболочка часто располагается в жидкой среде, при этом объем внут
ри нее также заполняется жидкостью с другими параметрами. В этом слу
чае касательные напряжения на границах с жидкими средами исчезают и 
из решения уравнения типа (6) для результирующей матрицы следует, что 
связь между скоростями и напряжениями па противоположных поверхно
стях оболочки можно представить двухрядной матрицей

Элементы матрицы вычисляются с помощью определителей:
М  и
М а
М е1

м и М 16

М вг М « ,

м » м п М 1Ь

М а М 42 м А&

М вз М в2 Л /б5

у
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>
1

«21 -  - д -
м 31 Л/32 М36

1
м  зз М 32 м ъъ

М41 М и М43 м 42 М46
м ,  1 М«з М в2 М6Б

A i =
M 42 Л̂ 4б 
М м  М , ь

И спользуя припцип взаим ности [8 ]  и соотнош ение ( 8 ) ,  можно п оказать, 
что независим о от моды определитель \sifl\ = г , / г 3+1.

Д л я  иллюстрации возм ож ности применения п олучен ны х соотнош ений 
напишем реш ение задачи  диф ракции поля точечного ненаправленного ис
точника, располож енного вн е оболочки. Обозначим через г0, фо и z0 коор
динаты  источника и представим его поле вн е оболочки в  виде разлож ения 
но цилиндрическим модам:

Н̂ п (х г0) ( / п (и г) е>п<в-ч|»)=

с о  с о

=  S X l  An’T‘Jn ei<n0+T,z)dri’ А",п = Нп {кга) ге+1 <  г  <  г0,
—со П——СО

где г - радиус точки наблю дения, / ? = [ / * 2+ г 02—2/т0 c o s (0 —фо) +  (2 —z0)2]'12 — 
расстояние от источника до точки наблю дения, х = ( & 2—т}2) 7’, к — волновое 
число it окруж аю щ ей среде. К а к  к , та к  и х  в последних ф орм улах отличаю т
ся от те х  ж е но начертанию  величин в  м атричны х элем ентах, т а к  к а к  в  каж 
дом слое сущ ествую т свои волновы е чи сла, определяемые параметрами ма
териала слоя. Р ассея н н о е поле ра и ноле вн утр и  оболочки pt такж е п редстав
ляю тся в виде суперпозиции мод:

С п 'г Д ?  (хг)
- < Х )  П —. — СО

CXI с о

Р ' =  \  Y j  B n -1‘J n  (х°г') ei(nB+w) d x \ , х0 = (/Со3 — *12),/г.
-СО П=—ОО

где ка — волновое число в  среде внутри оболочки. П у сть  плотность среды  
вне оболочки р, внутри р0. И сп ользуя усл ови я  на гр ан и ц ах оболочки с  жид
костью  и обозначая z 4+l= x r 5+1, дг0= х г , ,  получим из ф ормулы (8 )

iX
сор [An,r>Jп (^s+ l) (^--rl)]

n (•Ts-f-i) +  C ^ I l J
— lSik1

/.Xo
capo 

. BniTlJn (x0)

Р еш ая  эту си стем у, найдем н еи звестн ы е коэффициенты в  разлож ениях
для р5 и Pt:

Cn,i\ — —
J п '  ( # s+ l )  $ 21 +  $ 2 2 ^ В  —  % b { s 11  " Ь  $ 1 2 ^ в)  л
—7ТГ'------------ -- -------- i “v  i Ti 77. i  ̂ '7 \

( ^ s - f  1)  621  “ l~ ( ,v22 +  $ 12^  u )

B n *  --
2o)pc

j r a s+1x 0/ „ '  (.-Co) HlnV(xs+1) *21 +  snZu +  Za (s22 +  S i2ZU)
где Zu=iapH„,'){xs+i)/y.H^>) -  им иеданц излучени я в расходящ ей
волне, Z „ = — i<npoJn{xo)/y~Jn{xo) - и м п е д а в ц  столба ж идкости вн утр и  обо
лочки, Z „ = — ййр/,! (а:5+1) / х / / ( а : , +1) — им иеданц вы тесняем ой  оболочкой 
ж идкости. П оследние формулы совм естно с разлож ениям и для р9 и  р, и 
определением м атричны х элем ентов даю т ф орм альное реш ение п оставлен
ной задачи.
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В заключение заметим, что ограничение целым п в формулах для мат
ричных элементов можно устранить, если по методу Малюжинца [9] рас
сматривать движение упругого слоя в бесконечном угловом интервале 
—о о < 0 < о о .  Матрица передачи при этом сохранит свой вид.

ПРИЛОЖЕНИЕ
Элементы матрицы передачи

г п  , 2 ч , 2 ? а  , 2 п аГПц  — О (h t ) С1х -| - — $1Х +  — — ( С2У
............................ 1 Г ) +

+ ® , [ ( ‘ - £ М £ ] -

С1У
У1 ) ] •

.21 , П mlz =  — — \ qslx — —
а  ' яУ\Уг

sw + b t s lv), ти  =  — п
аоух

(о2с1х — +  b2civ),

m15 =  it ^2qos n,2
l* +  . ■ ' 52v — (1 — 262) slvl , mle — ---- — (clx — cly),

У1У2 J a

m2i =  i [ P o 2(^ — г2) s2x — c2x — --% !-)  +

+  2P - ^ - l l

Уз

^ и у - 2 Ь > - Л .

Vi

У1 вУг
c 'ly

„ a 2n2 /  s2* \ . 2s„
^  "  2  Т 5 Г  V *  +  “* ) +  /lClv +

ту | 262л2 / 52w \
4 - — ^ + — i ,

тгз — (Pff2c2x — ca  +  РЬ2сги), m24------- — fp 99 — j  s2x +  sly -|- 7777 s2u

У1У2 \ ~  ' У1 

2 b V
*1“ "" ' “  ' У1У2 )

m№ — —  [2Pa2c2x — clw — (1 — 2b2) c2V], m2e =  — i ——— (—  s2x — ■%
“Уз ' 9У l

m 3i =  —  2 iaa2 jg  (Zx — г2) ( t 2s2:c +  -
2g*

+
2a

Clx- / ~ -  x2 ) ay,
2ас, r - 2

X2C2x- t - ) +

№ Р Ч ч * > . ь + ^ - [ £ ( т +  « • )-< * ]

2aclv |
У2 1-У!2

mS2 = Aaan

+

У l 
Y +  *2 

У2

;]

{— ?2 [*г (сгх +

1 Ssu Гя* Y/l i
s»v - Т Г 1 Р —  +

i—г2 14 - 2(xsM/ ^  2J 2 + t2
У1 У2 l У12 Jh

S2x
Xl

\  s l x  ■ Cl3c
/  £0 ^1^2

тезз — 2 c/2 ( t2c2xv 

. ( 2ra<?2
™34 =  * — Г"l # 1

У1

Six
^3

Уз'

+
2 ra2

У1У2
ciw —

2ra2
У1У25

2b2

Уз »1V

2 n4 'ill2 yiV '
7̂ i <2

■К
( 1 . n2 '
\ a* У2 2 >м/ *

n2 \ C1U>V Уз2/
t aS« + — L  + '2У

X o У 2 Jfe /
+  262 — |52l/( l ------

У i L V %
1 £iw

2̂2 У2

- = -  “  &  ( T-c”  - ¥ ) >  4  ( Ci« - f r ) -  

- ( 1 - 26’) М ‘ - £ Ь т г ] Ь
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m6i =  — i ~  («а* — ~  sw)  > тг,ь =  2b2cix +  (1 — 2b2) c2y.(L \  О /

m 56 =  _  * т ( ь Т в,* + ^ )  ’

ТПц — 2«to- {(It - 1«)«« +  ^  -  -  c‘»(4 -  '’• I 1 -  | r )  +

+
Y^:

2/ 1 I/ 2
C2y +

2/1

2/i ZJ '

V??e2 =  iab —  [ — 4 qo(si x -----“ ) +  2o2(l — t2)(siy +  —̂ -)+ P ^ i% — /^2!-
2/i L ' xi  / ' 2/i ' J

m63 =  Я  [ 2qslx +  -  - s2v — a (1 — *2) slvl ,
L 0̂ 12/2 J

m65

ты =  b e -7Г l2ci* — PYc2v — (1 “  *2) *iv 1»У i

-  iaa Ug&tei* + -^ -7—%  +  (1 — <2) (1 — 2fc2) su / | , 
L 2 /m  J

^66=o2[2i2Cix+ ( l —<2)civ].
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