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Решении задачи о колебаниях коротких цилиндров с произвольной 
толщиной стенки и поляризацией но радиусу получено в виде разложе­
ния в ряд по собственным функциям соответствующей однородной зада­
чи. Построена многоконтурная эквивалентная схема и определено пове­
дение ее параметров при изменении толщины кольца. Обсуждаются неко­
торые особенности колебаний. Приводятся числовые расчеты для двух 
составов пьезокерамики.

Колебания пьезокерамических колец с радиальной поляризацией и их 
собственные частоты исследовались в работе [1 ]. Эквивалентная электри­
ческая схема известна только для радиального собственного колебания 
тонкого кольца с наинизшей частотой [2, 3 ]. В настоящей работе на осно­
ве решения краевой задачи, представленного в виде разложения в ряд по 
собственным функциям соответствующей однородной задачи, построена 
эквивалентная схема, описывающая колебания кольца с произвольной тол­
щиной стенки в широком диапазоне частот.

Электрические и механические параметры пьезоэлектрической коле­
бательной системы могут быть определены из решения линейной краевой 
задачи, полученной путем совместного решения уравнений движения, 
уравнений электростатики, системы электромеханических уравнений со­
стояния, в матричных обозначениях имеющих вид

(1) Si= s iJDTj+ g miDm,

(2) Е п= —gniT j+  р nm TD m,

и заданных краевых условий. Здесь и далее применяются следующие обо­
значения: ^  — механическое напряжение, 5< — деформация, D m — индук­
ция, Еп — напряженность электрического поля, — компоненты матри­
цы, характеризующей упругую податливость при постоянной индукции, 
gmi — пьезоэлектрическая постоянная, — компоненты матрицы, об­
ратной матрице диэлектрической проницаемости при постоянном напря­
жении Т}. Предполагается, что поляризация достигла насыщения во всем 
объеме и константы, характеризующие свойства керамики, не зависят от 
радиуса. Механические краевые условия заданы равенством напряжений 
величине Т Гх на внутренней (г=г,) и Т Г2 на внешней (г=г2) цилиндриче­
ской поверхности кольца в отличие от рассмотренной в [1] аналогичной 
задачи, где Т Г= Т Г2= 0. При этих условиях краевая задача может быть, 
сформулирована в виде:
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где /с=(1)(р6,зфф)’/,) 5афф=5зз/,( 1 - о 1з2/у2), VZ=Ss3D/SitD, O n = - s l 3 D  I s u D,
-^ = g33ai3+g3iV2, Z=^33+g3iai3,

цг — радиальное смещение, p — плотность. Постоянная D 0 определяется из 
электрических краевых условий, заданных величиной тока / ,  протекающего 
через поверхность А электродов:

(5) /= /со  JJ* D rdA=j<d JJ  — dA,
Л  А  1

где D r — радиальная составляющая индукции.
Принципиальное отличие задачи, представленной уравнениями (3), (4), 

от аналогичной краевой задачи колебаний кольца с аксиальной поляри-

Фиг. 1

зацией, рассмотренной в [4], заключается в наличии правой части в урав­
нении (3), где величина tDJr2 определяет распределенную силу в объеме 
пьезорезонатора. При отсутствии ньезоэффекта (gm»=0) величина этой 
силы равна 0.

Решение задачи (3), (4) получим с помощью функции Грина G ( r \  г), 
представленной в виде разложения в ряд по собственным функциям 
и(кпг) однородной задачи [5 ], т. е. задачи (3), (4) для свободного 
(Тг = Т гз= 0 )  кольца при D0= 0:

о о

с (г ' ,г )  =  £
7 1  =  0

и {к иг')и{к„г)  
{кп2- к 2) ф„ 1

где г' — координата точки источника, г — координата точки наблюдения, 
А:,, —собственные значения однородной задачи; величина фп определяется 
соотношением:

Собственные функции с точностью до постоянного множителя можно 
представить с помощью функций Бесселя и Неймана в виде:

и (k„r) = J v(k„r) - .l" Nv(k„r) ,
nv{knr2)

где U(x)=Jv(x) — (v—o,3)Jv-i(x)lx,  п*{х) = N v(x) — (v—oiS) Nv- {(x) /х. Реше- 
ние задачи (3), (4) с помощью функции Грина записывается следующим 
образом:

G V ,r )
/Г

dr' +  [r 'G (r ',r) ( “ L + Г , ^
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Для построения эквивалентной схемы необходимо найти выражение, 
описывающее электрическую проводимость У колеблющегося кольца. 
Из уравнений электростатики следует:

п
(8) U = j  Е,  dr,

где U  — разность потенциалов на электродах. Решая совместно уравнения
(1), (2 ), ( 5 ) - ( 8 ) ,  получим:

(9)
/  °°

У =  —
a„2u2 (Р„)

П: (Anz—&*) Ф„ In (1/£)
X

j(OS:, фф
*

Ia„i
и (%Рп) \ 1 |  
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где C=2n&eD/ ln ( l / | ) ,  ео= ез3т/[Н -е 3зт(^зз2- 2 а 1̂ з|^5з+У::̂ г3,2)/5Эфф] -  соот­
ветственно емкость и диэлектрическая проницаемость кольца, зажатого по 
отношению к радиальным смещениям, &3з‘2=22£п/$эфф — статический коэф­
фициент электромеханической связи, характеризующий пьезоэлемент в 
виде полосы длиной л(г,-Ьг2), высотой h и шириной /*2—r t, колеблющейся 
по ширине вдоль направления поляризации [3 ], /'\=2лг,Л7тГ1 и
F2= 2 n r 2hTГ1 — эквивалентные силы на внутренней и внешней цилиндриче­
ской поверхности кольца соответственно, h — высота кольца, Р п= к пгг, 
§=г,/г2. Кроме того, в выражение (9) введен коэффициент а„ следующего 
вида:

и(&Рп)

и(Рп)

t_ Г u{knr )  ^
I J г'и(Рп)

»•!

Выражению (9) соответствует эквивалентная схема, упрощенный вид 
которой вблизи одпой из антирезонапсных частот показан на фиг. 1 , а. Па­
раметры эквивалентной схемы определяются следующими соотношениями:

_  _  ( Р п 2 - у 2 + о 132 ) ^ ( Р п ) - ( 1 2Р п 2 - у 2 + о 132 ) ц 2 ( | Р п )

м  ( 1  - ¥ ) Р » 2» Ч Р п )

(10)
£'экв.п== (^экв.яйап )  ’*» N п ==С/1(У.п!S э ф ф ,  Л̂ „ = 1 1  ( Р п )  f l l  (^Р,,) .
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Фиг. А Фиг. 5

Здесь М  — масса кольца, о)ап — частота антирезонанса. На фиг. 2—5 
представлено изменение параметров эквивалентной схемы и коэффициен­
тов а п для низших форм собственных колебаний в зависимости от отноше­
ния радиусов п/г\. Расчеты выполнены на ЭЦВМ для пьезокерамики двух 
составов — ТБКС и ЦТС-19. Характеристики указанных материалов при­
ведены в работе [1].  Цифры в обозначениях кривых соответствуют поряд­
ку формы колебания, причем цифрами со штрихом обозначены кривые для 
керамики ЦТС-19, без штриха — для ТБКС. Коэффициенты N n' отрица­
тельны для 71=1, 3 , . . .  и положительны для гс=0, 2 , . . .  . Коэффициенты а п 
отрицательны для п=2, 4 , . . .  . и  положительны для тг=1, 3 , . . .  .

Анализ соотношений (10) и изменения величин А п, а„, N n' в зависимо­
сти от £ показывает, что при £->-1 эквивалентная схема соответствует из­
вестным схемам для низшей (л = 0) собственной формы колебаний топкого 
кольца [2, 3] и собственных форм колебаний полосы (тг=1, 3) вдоль на­
правления поляризации [3 ]. Изменения величин N /  аналогичны изме­
нениям соответствующих величин для аксиально поляризованного кольца, 
а в изменении величин а,„ определяющих коэффициенты электромеханиче­
ской трансформации, наблюдаются существенные особенности. Обращение 
в нуль коэффициента а 0 при £~ 0 , 2 означает, что собственная форма коле­
баний п=0 при этих размерах кольца не возбуждается, а изменение знака 
ссо соответствует изменению фазы между электрическими и механическими 
параметрами.

Фиг. 6

Rj-10

Фиг. 7
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Рассмотрим полную эквивалентную схему пенагруженного резонатора* 
представленную на фиг. 1,6. Параметры схемы определяются соотноше­
ниями:

Cn=K33'2RnC, Ln-'=Cnсо

Д» =

ап >
2 o „ V  (Рп)

In §[ (ГРп2—v2+ 0 I3> 2(^ n ) - (P n Z- v 4 o 132)u2(Pn) ]

Ha фиг. 6, 7 иллюстрируется зависимость величины /?„ от размеров 
кольца. Обозначения кривых аналогичны обозначениям на фиг. 2—5. Ход 
изменения величин R n кроме отмеченных выше особенностей показывает* 
что четные собственные формы колебаний п=2, 4 , . . .  при |-*-1 не возбуж­
даются.

Следует отметить, что приведенные на графиках численные значения 
величин при £->-0 не могут быть физически реализованы, так как при этом

D r-^°°. В этом случае допущения о посто­
янстве констант материала и линейности 
электромеханических уравнений становят­
ся неприменимыми. На фиг. 6, 7 точками 
показаны экспериментально определенные 
значения R „  для пьезокерамики ТБКС в 
интервале 0 ,05< |< 0 ,40 . Хорошее соответ­
ствие расчетных и экспериментальных дан­
ных указывает на справедливость приве­
денных соотношений вплоть до значений 
1=0,05.

Из определения статического коэффи­
циента электромеханической связи следу­
ет: Кст2=1-С/Ссв, где Сев —емкость преоб­
разователя, свободного по отношению к пе­
ремещениям для данной собственной фор­

мы колебания. Тогда для эквивалентной схемы на фиг. 1,6 спра-
оо оо

ведливо соотношение Кст2 =  у 1 CJC=K33'2 у 1/?п. Изменение величины
7 1  =  0 п=0

R n для низших собственных форм колебаний, показанное на
7 1  =  0

фиг. 8 пунктирными линиями (Г  — для ЦТС-19, 1 — для ТБКС) означает, 
что величипа Кс 2 уменьшается при увеличении толщины кольца. Зависи­
мость величины Кс 2 от размеров кольца может быть определена также из 
квазистатического решения (Azr < v 2) краевой задачи (3), (4) для свобод­
ного (ТТ1=Тг2=0)  кольца. При этом емкость Сса может быть записана 
в виде: Ссв= С /  ( 1 - K CS ) ,  где

(11) K J - K S  Г—  -  М 1 + ^ ) г( 1 - | - )  1
N V  (ais2—v2) ( l + | _v) l n |  J

Значение величины К ьт2, рассчитанное по формуле (11), показано на фиг. 8

сплошными линиями. Меньшее значение величины К332 У  Ли
7 1 = » 0

по сравне­

нию с величиной Kcrz обусловлено тем, что в первом случае расчет прове­
ден только для четырех низших собственных форм колебаний. Отмеченные 
изменения величины К с 2 объясняются действием распределенной силы в 
объеме кольца, ведущим к «зажатию» керамики.

Авторы благодарят В. А. Клюпшиченко за помощь в проведении расче­
тов на ЭЦВМ.
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