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Мотодом разделения переменпых в эллиптических координатах ре
шена задача рассеяния плоских волн при нормальном падении на беско
нечную решетку одинаково ориентированных идеально податливых эл
липтических цилиндров. Приведены результаты расчетов коэффициента 
прохождения звуковой энергии сквозь решетку для различных значений 
се геометрических характеристик.

Рассмотрим задачу о дифракции волн на решетке из идеально податли
вых эллиптических цилиндров. Такая решетка достаточно универсальна и 
интересна в прикладном отношении. Решетки из круговых цилиндров [1,2]  
и бесконечно тонких лент [3, 4] можно рассматривать как ее предельные 
случаи.

Будем считать, что решетка состоит из идентичных бесконечно длинных 
эллиптических цилиндров, продольные оси которых параллельны между

собой и лежат в одной плоскости. Ци- 
липдры одинаково ориентированы друг 
относительно друга, количество их в ре
шетке бесконечно, расстояние между 
продольными осями соседних цилиндров 
постоянно для всей решетки и равно I. 
Па фиг. 1 показано нормальное сечение 
решетки и введена прямоугольная си
стема координат X Y , начало которой 
совпадает с центром эллипса с номером 
v = 0 , а ось X  направлена вдоль линии, 
соединяющей центры эллипсов.

Пусть на решетку в направлении 
оси Y  падает плоская волна
(1) ф<о>=ф е«*у

где Ф — амплитуда потенциала скоро
стей, а 1с — волновое число; временной 
множитель е~ш опущен.

В математической постановке задача 
сводится к решению двумерного скаляр
ного уравнения Гельмгольца относи

тельно потенциала скорости рассеянного поля Ф(1>, удовлетворяющего ус
ловию излучения на бесконечности и граничному условию на поверхности 
цилиндра v = 0 , записываемому в виде:

( 2 )  ф « - Ч - ф < * > = 0 .

Решение уравнения будем искать методом разделения переменных [5] 
в эллиптических коордипатах.
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Введем обозначения: £° — координаты эллипсов, представляющих сече
ния цилиндров; 2 / — фокусное расстояние эллипсов; ч — углы между осью X  
и большими осями эллипсов.

В локальных координатах (£, т\) цилиндра с номером v = 0  плоскую 
волну (1) можно представить в виде ряда по эллиптическим волновым 
функциям:

ф(°>=2Ф V  \c„Cen(%,q)cen(r\, q)cen +  +
гг = 0

(3)
+d„Sen ( | ,  q)sen (г], q)sen ( +  f , q )  }  ,

где С е„(|, q) и q) — четная и нечетная радиальные функции Матье
первого рода л-го порядка; сеД ц, q) и q) — четная и нечетная угло-

к1 ~
2

коэффициенты пропорциональности.
Звуковое поле, рассеянное решеткой, будем искать в виде суперпозиции 

полей рассеяния отдельных цилиндров, потенциалы скоростей которых 
представлены рядами по локальным эллиптическим волновым функциям, 
удовлетворяющим условию излучения на бесконечности:

о о

Ф1П=2Ф  ^  {AncnMel l) ( | ,  q)cen(f\,q) +
п = Ч

оо

(4) +B„d„Nen') (1, q) sen (г), q) } +  ^  {АпспМ е ?  ( |„  q) се„ (%, q) +
v=*0 л—О

+ B ndnNe,ll) ( | v, q)se„ (r)v, q)}  j  .

Здесь A „ и B n — коэффициенты разложения; M en'(£, q) и N e ( | ,  q) — 
четная и нечетная комбинированные функции Матье первого рода п-то по
рядка; §v, r|v — координаты точки наблюдения в локальной системе коорди
нат цилиндра с номером v.

Для нахождения неизвестных коэффициентов разложения Лп и В„ вос
пользуемся функциональным уравнением (2). Выразим потенциалы скоро
стей полей рассеяния цилиндров с номерами v=̂ =0 в локальных координатах 
цилиндра с номером v = 0 . Перенос систем координат осуществим при по
мощи теорем сложения для эллиптических волновых функций [о ], которые 
в нашем случае приобретают вид:

M e "  (|v,g)ce„(tiv,g) =  —  V  ( v ,  0; 0) cmCem ( | ,  q)cem (r|, g) +
Cy i m= 0

(5)
+ b !" (v, 0; 0)dmSem (£, q)sem(y\,q)},  n = 0 , 1 , 2 , . . . ,

M?n<0 (|v, q) se„ (t)v, q) =  —  ^  {Q»,l (v, 0; 0) cmCen ( | ,  q) cem(r\, q) +
m=0

+R['Uv,0- ,0)dmSem(tq)se ,„ (r \ ,q ) } ,  n =  1 , 2 , . . . .

j > cn=c„(q)  и dn=d„(q)  -вые функции Матье тг-го порядка; q —
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Здесь

Qn2 (у ,0;0)  =  +  £ £ л г1п,( д ) л Г > (?) { r » ^ f ( M i l ) X
r =  0  p = 0  

(1)X cos(r—p )a 0v + i r+ p //r+p ( lv lk l )cos(r + p ) a 0v};
C O  a o

/ f„™ ( v , 0 ; 0 )  =  +  £ £ я г( в ) ( д М Г  ( ? )  0 r - p / / г - р ( к Ш ) X
r = l j;=jU

X sin (r—p) a ov+ tr+p Яг+р ( I v I &/) sin (r+p) a 0v};
uo oo

(v ,0; 0) =  - + £ £  + <n) ( з ) б Г  (?) {i ' -p я,(- ,(Ы М )Х
r = 0  p e l  

(1)X sin (r—p) a ov—j r+I’ я г+р ( IVI /cZ) sin (r+p) a 0v};
oo oo

R™  (v, 0; 0) =  +  £  £ s r,n) (?) Д Г  (?) { Г -  Я " ( Ы И )  X
r = l  р = 1

(i>X cos (r—p) a ov—ir+p Hr+P(\v \kl)  cos (r+p) a 0v} ;

A ln){q) и Brll)(q )— коэффициенты разложения функций Матье гс-го по

рядка в ряды Фурье; Н[% ( | v  | kl) — функция Ханкеля первого рода 
(r+ р )-го порядка; a Q» = 4  для v < 0  и а 0у=л+^ для v > 0 .

Произведем замену неизвестных А п и В„ новыми неизвестными ап и 
связанными соотношениями
(6) А п=СпСеп(Ъ°, q)an, Я п= й п&?п(£°, g)6„,

и подставим (5) и (6) в (4).  Преобразованное выражение (4) и выраже
ние (3) подставим в (2).

Используя свойство полноты и ортогональности угловых функций 
Матье, соответствующих одному и тому же значению параметра q, в интер
вале 0-^2л, получим бесконечную систему линейных алгебраических урав
нений относительно неизвестных коэффициентов ап и Ьп:

с о

Д».+ {^nm^m+Pnm^m}—
т=0

(7)

+  V  {'Уптат+бптйтл} = W n, П =  0, 1 , 2 , . . . ,
т —0

с постоянными коэффициентами
CmCem( l \  q)

Ctnm 2
с„Л/е„(1» (Г , ?) 

«W «-(6°, g)

< ? - (v, 0; 0);
v + 0

о  _ 9  Л ( 1 )  /  п п чPnm о а м  L (v’0:0);v=*=0

£  Я,*1’ (v, 0; 0);Tnm=2 СшСет(\\д)
dnNe„il) ( |° , q)

v + 0
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Фиг. 4



dmSem(i,0y q) y * #><*>/ n n\
6nm— 2  л w -  (TTTTo л ч /  ^ m » ( v , 0 ; 0 ) ;dnNen^ ( r  q) t - i

v«»M)

ce ■ ( ■ j + ъ я ) “ • ( t + 1 ’ 9)
Vn =  -

cnM e™ {l\q)T - ;  =  -
dnNen̂ ( \ \ q )

Бесконечная система уравнений (7) относится к системам нормального 
вида с вполне непрерывной формой [5] и разрешима методом редукции. 
Приближенные численные значения первых коэффициентов ап и 6„ могут 
быть найдены с нужной степенью точности из конечных систем, получаю
щихся усечением бесконечной системы (7) на уровне М.

Для практики особый интерес представляет вычисление рассеянного 
поля Ф(,) на большом расстоянии от решетки. В указанном случае фор
мула (4) с учетом асимптотических соотношений для комбинированных 
функций Матье и выражения (6) приобретает вид

Ф“>=2Ф (
\ '/a *  g H h p —v h l  c o s  «р) ® L

)  т— £  {anC"C e - ( |0 ’ q)  xzik
V  =  — c

V p
n  =  0

X cen (cp+f, q) + b ndnSen (£°, q) sen (cp+«(, q ) },

где p, <p — полярные координаты точки наблюдения O' (фиг. 1).
Вычислив сумму с индексом v по методу, описанному в [6],  получим 

потепциал скорости рассеянного поля для случая <р=д/2 в виде:

4Ф
ф д1> = ~ M ^ [ j\ anCnCen№ '  з ) се» ( у -4" 7 , 9 ) +

я —О
(8)

+M „Se„(I;0, q)se„ ( - у  +  Ъ <?)} eihv

На основании соотношений (7), (8) и ( !)  был вычислен коэффициент
прохождения звуковой энергии [1] 7 х =  I Ц - ф д 1 > / Ф (0> | 2 для следующих зна
чений параметров решетки: q = 0,25; £°=0; 0,1; 0,3; 0,5; 0,7; 1,0; ч=0; 
л я  I Ы

— ; — ; значения —  =  —— были взяты в интервале 0,1-г-2,5 через 0,1. 
4 Z К Z я
При вычислениях бесконечная система уравнений (7) усекалась на уровне 
Af=7, а ограничение суммы с индексом v в постоянных коэффициентах 
производилось на уровне, обеспечивающем общую относительную погреш
ность вычислений, не превышающую 0,5%.

Результаты расчетов в виде графиков функций Т(1/Х) представлены на
л

фиг. 2—4. Графики фиг. 2 соответствуют f = 0 ,  фиг. 3 — 7 =  —  и фиг. 4 —
2

7 = - .  Кривые 1—6 на фиг. 2—4 соответствуют значениям £°=0; 0,1; 

0,3; 0,5; 0,7; 1,0.
Заметим, что при £°=0 отношение g =  — , где Ь — длина малой оси эл

липсов, а — длина большой оси эллипсов, равно нулю, т. е. эллипс вырож
дается в бесконечную тонкую ленту, ширина которой в длинах волн равна 

2/
а =  —  • Параметры q и £п связаны с b и а следующими соотношениями: 

А

b =  —  q h sh а =  —  q h ch £°.
л л
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При увеличении параметр g  также увеличивается. Значениям 
£°=0; ОД; 0,3; 0,5; 0,7; 1,0 соответствуют значения g = 0;  ОД; 0,29; 0,464; 
0,605; 0,76 и длина большой оси а=0,32Я; 0,32Л; 0,334Л; 0,36Л; 0,401А.; 
0,494Х. Здесь видно, что при |°= 1 ,0  эллипс близок к кругу.

Общей особенностью представленных на фиг. 2—4 зависимостей Т(1/Х) 
является возрастание коэффициента прохождения энергии при увеличении 
ЦХ в промежутке 0-И ,0. При /Д = 1 ,0  решетка становится практически про
зрачной. Следующий максимум Т расположен при 1/Х=2,0. Между макси
мумами кривые Т(1/Х) имеют седловидную форму и глубина седловины 
увеличивается по мере приближения эллипсов к кругу.

Особый интерес представляет поведение функции Т(1/Х) в интервале 
0-М,0. Здесь проявляется сильная зависимость Т как от параметра £°, так 
и от угла наклона больших осей эллипсов к линии их центров при ма
лых |° . Естественно, что при больших значениях £°, когда эллипсы близки 
к кругам, поворот эллипсов вокруг их центров не оказывает значительного 
влияния на величину Т. В этом можно убедиться, сопоставляя кривые 6 , 
соответствующие i |o= l ,0 ,  на фиг. 2—4.

Как видно на фиг. 2—4, при увеличении £° расширяется область, в кото
рой коэффициент прохождения эпергин Т  мал (область непрозрачности). 
Для тонких эллипсов ( |° ^ 0 )  область непрозрачности сужается с увеличе
нием ч. Примечателен тот факт, что при у  и £°=0 (кривая /  на
фиг. 2 ), т. е. в случае, когда площадь проекций эллипсов на плоскость, па
раллельную фронту падающей волны, равна нулю, все же существует об
ласть непрозрачности решетки.
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