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ПЬЕЗОКЕРАМИЧЕСКИХ КОЛЕЦ С АКСИАЛЬНОЙ ПОЛЯРИЗАЦИЕЙ

В .  Н .  Л а з у т к и н ,  А . И . М и х а й л о в

Методом функций Грина получено решение задачи о колебаниях 
пьезокерамических колец с произвольной толщиной стенки и поляри
зацией по высоте. Построена многоконтуриая эквивалентная схема и 
определена зависимость ее параметров от размеров кольца.

Пьезокерамические кольца с аксиальной поляризацией находят широ
кое применение в качестве активных элементов электроакустических пре
образователей и резонаторов фильтров. Колебания таких колец и их ре
зонансные частоты исследовались в работах [1—3].  Экспериментальное 
изучение спектров собственных частот колец из керамики титаната бария 
в зависимости от размеров выполнено в работе [4].  Эквивалентные элек
трические схемы известны для двух предельных случаев: для нижней 
моды тонкого кольца и для сплошного диска. Такие схемы приведены, на
пример, в работах [5, 6].

Ниже методом функций Грина, эффективно примененным к задачам 
о колебаниях пьезоэлектрических тел в работе [7],  получены соотноше
ния для механических и электрических величин, характеризующих коле
бания колец с произвольной толщиной степки. Построена многоконтурная 
эквивалентная схема, описывающая поведение таких пьезорезонаторов в 
широком диапазоне частот.

Совместное решение уравнений движения
дга

d i v r - p  — ,

уравнений электростатики

(2) d iv/>=0,

(3) r o t£ = 0

и системы электромеханических уравнений состояния (в матричных обо
значениях)
(4) Si=SijET)+dimE m,

(5) О п=с1П}Т]+ептТЕ т

в цилиндрических координатах (г, 0, z) с учетом граничных условий, за
ключающихся в равенстве радиальной компоненты механического напря
жения Т Г величине Т % на внутренней цшишдрической поверхности кольца 
(г= гi) и Т2 на внешней его поверхности (г=г2), приводит к следующей 
линейной краевой задаче для короткого кольца:

(6) r2uT" + r u / +  (k2r2—1) иг= 0 ,

(7) u / + a u r  / r = ( l + o ) d 3iE z+ T r /рс2 при г = г 1? г2.

В уравнениях (1) — (7) использованы следующие обозначения: Si — 
деформация, иг — радиальная компонента смещения, р — плотность, Dn — 
электрическая индукция, E z — напряженность электрического поля, на
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правленного вдоль оси z, совпадающей с  осью кольца, saE — упругая по
датливость при постоянном поле, dnj — пьезомодуль, е Пт Т — диэлектриче
ская проницаемость при постоянном механическом напряжении, к — вол
новое число, a = —SizE /  s tlE — коэффициент Пуассона. Скорость звука с 
определяется соотношением (Г2=р$иЕ(1—о2).

Функция Грина G  неоднородной краевой задачи (6),  (7) может быть 
представлена в виде разложения по собственным функциям и(кпг) соот
ветствующей однородной задачи [8],  т. е. задачи (6),  (7) с равными нулю 
правыми частями, следующим образом:

и(кпг ' ) и ( к пг)

(к„2—к2) j" u2 (knr')r'dr'

где г' — координата точки источника, г — координата точки наблюдения, 
к п — собственные волновые числа однородной задачи.

С помощью функции Грина решение задачи (6),  (7) может быть пред
ставлено в виде

(9) ur= r ' G ( r \  г) [ (1+ о ) dnEz+ T r7pc2] IгГ'Гг7•
Для определения собственных функций и ( к пг) запишем решение урав

нения (6) в виде

(10) и {кг) =AJt  (кг) + B N t (кг) ,

где /1 — функция Бесселя, a Ni — функция Неймана, А  и В  — постоянные 
коэффициенты.

Подставив это решение в однородные граничные условия, получим 
уравнение частот:

(11) i ( k nr l) n ( k nr2) — i (knr2)rt(knr i) = 0 1

(8) G ( r ' , r ) = £
n=0

а также соотношение

В  i ( k nr,) i ( k nr2)
A  n(k„i\) n (knr2)

где введены обозначения:
* с

i(kr) = J 0 ( k r ) - ( l - a ) J , (кг) / кг, 

n(kr) = N 0(kr) — (1—o)Nl (кг) /  кг.

С точностью до постоянного множителя собственные функции однород
ной задачи можно записать в виде

(13) a (knr) = J , (кп7-) -  - Ni (кпг ) ,
П (к „Гг)

где волновые числа соответствуют уравнению частот (11).
На основе проведенного анализа получим следующее выражение для 

смещения:

(14) » г- С 1 + о) А . Я . £
п = О

а ( к пг)гги(кпгг) а* 
(к , 2—к2) ф „

+

Т * п  и ( к пг ) и ( к пг 2)  У.г, А  и ( к „ г )  и ( к пг ,)J- 2' 2 ^
pc2 2 jп=0 ( к * - к 2) <р» рс:

11 = 0
где a n= l —l a ( k nr i) u (k nr2); | = г , / г 2.

(ft.*-**)<р



В знаменателе слагаемых выражения (14) входит интеграл
гг

<pn=  J r'u2 (knr ' ) d r \  который может быть преобразован с помощью изве
г1

стного соотношения для линейной комбинации функций Бесселя 
Zv<p*) [9]:

J Z 2 (ps) x d x =  J—  Z v (prc) +  (p*) Z v - i (fte) —  z L i  (ji*) J .

Воспользовавшись этим соотношением, а также выражениями (11) 
и (13),  получим

(15) = г2
= Г1 -

Для гармонических колебаний ток / ,  протекающий через электроды,, 
связан с аксиальной компонентой индукции Dz соотношением

Г 2

(16) J=j(oQ=j(o2n  |  D zrdr,
Г |

где О — заряд.
Выражая индукцию из уравнений состояния (4),  (5) с помощью со

отношений (14) и (16),  получим

/ = / ( оС£Л+7(о
2яДз12( 1 + д) y i  r2V  (/>«)«„»

( 1  о )  SnEh 2 j  (&П2- А 2) ф п«=о

{Х Ш  +
(1—д)^иДД 

dz ice*
6»(6Pn)

»(Р»)

где U  — приложенное к электродам электрическое напряжение, 
C = e 33T( i —kp2) S / h — емкость кольца в отсутствие радиальных смещений, 
S = n ( r 22—г 2) — площадь электрода, /ср — плоскостной коэффициент элек
тромеханической связи, P n= k nr2, ft — высота кольца.

Перепишем выражение (17) в виде:

I=j(aCU+j(sy

Величины, использованные в выражении (18), имеют следующий 
смысл: М — полная масса кольца; Fi= 2 n r ihTi и F2= 2 n r 2hT2 — эквива
лентные силы, действующие па внутреннюю и внешнюю цилиндрическую 
поверхность кольца соответственно; о>гп — частота электрического резо
нанса; N n= 2 n d 3lr2a n I SnF' ( i —о) — коэффициент электромеханической 
трансформации. Коэффициент А п определяет соотношение между полной 
массой М  и эквивалентной массой для данной моды колебаний тэ „:

(Рп2- 1 + о2) ц2 (Рп) -  (*У  ̂ - l + q 2) гг2QPn£)

М P » V ( P n ) (  1 - Г )
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Безразмерная величина N nf представляет собой коэффициент приведе
ния силы Ft и определяется соотношением

(20) Nn' = u ( P n) / u ( l P n).

Выражение (18) позволяет составить полную эквивалентную схему 
рассматриваемого преобразователя. Вблизи каждой из резонансных час
тот схему можно упростить и представить в виде, изображенном па 
«фиг. 1, а. Зависимость параметров эквивалентной схемы для нижних мод

Фиг.

Фиг. 2

колебаний от размеров кольца в пределах |= 0 - Н , рассчитапная с по
мощью ЭВМ, ноказапа на фиг. 2 —4. Номера кривых соответствуют номе
ру моды колебаний, причем цифрами без штриха обозначены кривые, 
построенные для а=0,26, а со штрихом — для а = 0,36. Величины Л„, а„, 
N,/  (я = 1 , 2, 3, 4) для а=0,26 в пределах графической точности совпада
ют с соответствующими величинами для о=0,36. Коэффициенты N n', 
представленные на фиг. 3, положительны для п = 0, 2, 4 . . .  и отрицательны 
для п = 1, 3 -----

Путем анализа полученных выражений и хода кривых на фиг. 2—4 
можно установить, что в случае предельных геометрических соотношений 
получаются известные эквивалентные схемы для радиальной моды дис
ка [6 ], для нижней (нулевой) моды колебаний тонкого кольца [5, 10], 
для моды колебаний полосы по ширине [5, 10] при п = 1, 3 . . .  Частным 
случаем является также случай ненагруженного резонатора. При этом 
полная эквивалентная схема, пересчитанная на электрическую сторону,
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принимает вид, показанный на фиг. 1 ,6 . Параметры этой эквивалентной 
схемы определяются соотношениями:

Rn с-  L„ =  1(21) ^
1  -к/ С „а гп

(22) / ? п  = -
2(1 + о ) и 2(Рп) а п'

( 1 -Г ) [ ( Р п 2- 1 + ^ ) а 2(Рл) - ( Г Л ,2- 1 + о 2)и2( ^ п ) ]  '
На фиг. 5 представлена зависимость коэффициентов R n от отношения 

радиусов. Обозначения кривых здесь то же, что и на фиг. 2 —4. Ввиду 
того, что коэффициент R n определяет энергию, запасаемую дапной модой

Фиг. 4 Фиг. 5

колебаний, наблюдаемые изменения R n на фиг. 5 можно интерпретировать 
как перераспределение коэффициентов электромсханичской связи между 
отдельными модами при изменении размеров кольца. Как видно на фиг. 5, 
по мере уменьшения толщины кольца (£ -И ) коэффициенты электромеха
нической связи для мод 1, 3 увеличивается за счет соответственного умень
шения этих коэффициентов для мод 0, 2, 4. Справедливость полученной 
эквивалентной схемы подтверждается сравнением ее с известными схема
ми в случае предельных геометрических форм, а также непосредственными 
экспериментами.

ЛИТЕРАТУРА
1. с. V. Stephenson. Radial vibrations in short, hollow cylinders of barium titanate. 

J. Acoust. Soc. America, 1956, 28, 1, 51-56.
2. С. V. Stephenson. Higher modes of radial vibrations in short hollow cylinders of 

barium titanate. J. Acoust. Soc. America, 1956, 28, 5, 928-929.
3. В. H. Лазуткин, Ю. В. Цыганов, В. А. Елюшниченко. Радпалыше колебания п 

электрический импеданс иьезокерамических колец с поляризацией по высоте. 
В сб.: Пьезоэлектрические материалы и преобразователи. Изд-во Ростовского 
ун-та, 1971.

4. А. А. Ананьева. Керамические приемники звука. М., Изд-во АН СССР, 1963.
5. Д. А. Берлинкур, Д. Керран, Г. }Каффе. Пьезоэлектрические и иьезомагпитные 

материалы и их применение в преобразователях. В кн.: Физическая акустика, 
под ред. У. Мэзона, 1, ч. А, М., «Мир», 1966.

6. В. II. Лазуткин, А. И. Михайлов. Эквивалентная электрическая схема радиально 
колеблющегося диска. Акуст. ж., 1972, 18, 1, 58-62.

7. R. Holland, Е. Р. Eer Nisse. Design of resonant piezoelectric devices. Cambridge, 
MIT Press, 1969.

8. Ф. M. Морс, Г. Фешбах. Методы теоретической физики, ч. 1, М., Изд-во нпостр. 
лит., 1958.

9. Е. Нике, Ф. Э м д е , Ф. Леш. Специальные функции. М., «Наука», 1964.
10. М. Опое, II. Jumonji. Useful formulas for piezoelectric ceramic resonators and their 

application to measurement of parameters. J. Acoust. Soc. America, 1967, 41, 4, 2, 
974-980.

586

Поступила 
15 октября 1972 г.


