
Т о м  XX

А К У С Т И Ч Е С К И Й  Ж У Р Н А Л
1974 В ы п. 4

УДК 534.283
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Выведено дисперсионное уравнение антисимметричных колебаний 

толстых мелкослоистых пластин, состоящих из слоев с сильно отличаю
щимися упругими параметрами (типа металл -  полимер). Показано, что 
в широком диапазоне частот антисимметричные колебания сводятся 
к сдвиговым колебаниям в полимерных слоях.

В работе [1] было показано, что упругие свойства мелкослоистых 
структур, состоящих из двух типов упругих слоев, определяются пятью 
параметрами и такие структуры ведут себя подобно кристаллам гексаго
нальной структуры. В дальнейшем С. А. Рыбаком [2] результаты рабо
ты [1] были обобщены на произвольное число материалов и было найде
но уравнение изгибных колебаний 
топких мелкослоистых пластин. Осно
вываясь на результатах работы [2], 
выведем теперь уравнение для анти
симметричных колебаний толстых мел
кослоистых пластин, состоящих из 
чередующихся слоев материалов с 
сильно отличающимися упругими свой
ствами (типа металл — полимер), уста
новим границы применимости этого 
уравнения и покажем, что три упругих 
параметра (из пяти) полностью опре
деляют антисимметричные колебания таких пластин. Отметим, что вопрос 
об использовании мелкослоистых структур для поглощения изгибных ко
лебаний обсуждался в работе [3].

Рассмотрим матрицу перехода для твердого слоя 5  [4 ]. Полагая слой 
тонким, оставим среди элементов матрицы только члены, линейные по h
[2 ]. Тогда матрицу S  можно записать

где М  = -p /io )2+/c2 h> К
А*

р — коэффициенты Лямэ материала,

плотность материала, h — толщина слоя, к и со — соответственно волновое 
число и частота волны, падающей на слой.
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Рассмотрим матрицу 5 2, отвечающую переходу через группу, состоя
щую из п различных слоев. С точностью до членов первого порядка мало
сти по h включительно, матрицы отдельных слоев коммутируют между 
собой. Вследствие этого важны лишь концентрации слоев каждого типа 
Ci=hi/  / / ,  а пе их порядок расположения (здесь fe£ — толщина £-го слоя, 
Н  — общая толщина группы). При этом предполагается, что слои с раз
личными упругими свойствами достаточно хорошо перемешаны. Совокуп
ная матрица имеет вид [2]

(1) 6%=

1 ik l l  </  ^ \  
Ч А + 2 ц /

> 0 II (
' 1
v Х+2\х

ikh 1 О 0

0 Н<М„У 1 ik l l  (
г X 
v Х+2  р

—<р >Яюг 0 ikH 1
>

где знак усреднения < > имеет следующий смысл:

<я<>= У с ^ и
V = 1

aw означает параметр г-го типа v-ro материала,

O f , ) — w + K / i n M e L y
\  Х+2ц /

Уравнение движения в плоскости хот (фиг. 1) для группы слоев Н  
можно записать следующим образом:
(2) x2=SzXi,
где

:z2—z.

Xi -

ш
Щ

P i

i =  1 ,2 .

Непосредственно из матрицы (1) следует, что движение в плоскости 
хот характеризуется четырьмя упругими параметрами:

(3)

( 4 )

/  4ц(Л+|х) \ / Е  \

\  Я+2р / \ 1 -о2/ ’
X

(5)

Х+2\х

<Т>'

(~ Х + 2 ц ) '

Сдвиговая волна в плоскости хоу  автопомная. Соответствующий ей 
модуль может быть определен независимо и равен (как и в работе [1]) 
<ц>.

В дальнейшем мы будем рассматривать мелкослоистые структуры, со
стоящие из чередующихся слоев металлов и полимеров с сильпо отли-
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чающимися упругими характеристиками, и поэтому выражения (3), (4) 
и (5) можно существенно упростить. Так как у полимеров коэффициент 
Пуассона а~0,5, то А,»ц. Полагая А,=Л0(1+*бО, ц=Цо(1+ i6 w), где 6ц<1,

б>< 1 , можно записать, что оМ),Г>+&-—Чб*,— ~ 0 ,5  (величиной Im о
Ао

можно пренебречь, так как 1 т о < 1 ) .  Модуль Юнга полимеров

E= Et (l+i8B)^E„  ( l + i — вк+ Й „ )* Я ,(1 + « в а . 1.9.6я~6*

В металлах потери бц, б* значительно меньше соответствующих потерь 
в полимерах, поэтому можно считать, что упругие характеристики метал
лов Е, р., о — действительные величины. Кроме того, выполняется соот
ношение

(6) (Е, мОметалла > ( Е ,  р.) полимера-

Выведем уравнение антисимметричных колебаний пластины, выре
занной из среды рассмотренного выше типа так, что слои параллельны 
срединной плоскости пластины. Для этого положим, что зависимость вол
ны от координаты z дается выражением ~ e xhzZ. Тогда можно записать

u2= { i + i k zH)ui; V2—( i + i k tH)Vi и т. д.

Из формулы (2) получим уравнения

(7)

*• \  •
А + 2 р / \  Л+2р

iki>+ikzi i=  ^ 

ikzv =  ^ Л-1ки\ 

ikzT = ( M 0>v+ / —-j— \  ikp;
\  л т /

ikzp =  — < р> <s)zu+ikr.

В этих уравнениях у переменных и, v и т. д. индекс 1 опущен. 
Объединяя второе и третье уравнения системы (7) и производя для kz

д
замену, согласно iKx -*■ ,, получимdz  ”

д г
т—<Л/„>

др
< 7 > - '

i k iM ^ u + ik дР ( Л
dz  \Я + 2 р  /

Выражение для подставим из четвертого уравнения системы

др
(8)

dz
=  —<р>со2и+г7ст.

В результате придем к уравнению

д2
18)

где
dz‘

T — q 2T = A u ,

4р(А,+р)
А+2р >Нс'
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(10)

где

Аналогичным путем из уравнений (1), (2 ), (4) системы (7) получим

<92
dz2

u +pzu=B'x,

Л+2р >
1

кг+ ( -
\  Х+2ц

Б X
+

^<р>©2,

/  1
Х+2 р Я т У  \  Х+2р > ] ■

Из системы уравнений (9) и (10) получим уравнение относительно т

(И ) Д  - т -  (?2~/>2) - Д  т“  ( p Y + A B )  т = 0.С/2 OZ

Пренебрегая инерционными членами в выражениях A, qz и р2, что со 
ответствует условию

о)
\  1—о2 /  <р> ’

и, учитывая, что у полимеров Я >ц, запишем

Е  \  /  1

2
<7;гр г+ А В ^ —А4 / — \ = —ак\  

, \ 1—а /

гда •
Решение уравнения (И ) с учетом того, что при антисимметричных ко

лебаниях т есть четная функция г, можно записать в виде

x(z) = А 0 c\\(qz)-\ Со cos (ArVaz/g).

Соотношение между А 0 и С0 определим из граничного условия т = 0  при 
2= // /2 .  Тогда получим

А а — —С(
со s (k 2llaH/2q)  

ch(qH/2)

Подставляя x(z) в уравнение (9) и учитывая, что в структурах с чоре-
к К

дующимися слоями металлов и полимеров —  а < 1 , найдем u(z)

qL _
u ( z ) =  —Со cos(/с2Уя z /g ).

-/I
Условие, при котором и не зависит от z, можно определить следующим 

образом
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Поскольку ^&2, то записанное выше условие при

Н
z =  —  примет окончательно следующий вид:

< • »  — П - Ь Х - т Х & У -

В зависимости от температуры полимеры могут находиться либо в стек
лообразном, либо в высокоэластическом состояниях [5 ]. В стеклообразном 
состоянии рп-Ю 10 дп/см2, а в высокоэластическом ~  10е дн/см2. Оценки
для комбинации слоев сталь — полимер при концентрациях С |=с2= 0 ,5  дают 
значения /с//— 10 в стеклообразном состоянии и /с //~  103 в высокоэластиче
ском состоянии.

Нетрудно видеть, что при выполнении условия (12) q H >  1. Поэтому 
уравнение для антисимметричных колебаний, полученное в [2], может 
применяться в значительно более широких пределах, чем это предполага
лось при его первоначальном выводе. Условие (12) получается вследствие 
того, что в структурах типа металл — полимер появляется малый параметр

В случае однородной пластины всегда & //< !.

Подставим теперь x(z)  и u(z)  в уравнение (8) и произведем интегриро
вание по z  в пределах (—Я / 2, I I /  2). При учете граничных условий

Р  | г =  -Н/ 2  —Р | г -Н /г -0

мы получим дисперсионное уравнение антисимметричных колебаний мел
кослоистых структур

(13) <р>(1)2 +
ikA ik'AVa

ctg(k2Va H/2q)  th (qII/2) = 0 .

Это уравнение позволяет установить вид усредненных упругих характери
стик, которые влияют на антисимметричные колебания мелкослоистых 
структура выражения (3), (4 ), (5) указывают способ их определения.

— 2 q
При выполнении условия (12) можно положить c tg(k2l /a l l /2q) = -----— -

k2\ a l l

и тогда уравнение (13) переходит в уравнение, полученное в работе [2].
Рассмотрим теперь решение дисперсионного уравнения (13) при выпол

нении условия (12) и соотношения q H <  1. Разложим sh qII/2 и ch qHj2 в 
ряды, ограничиваясь членами III порядка малости. Тогда, пренебрегая 
инерционными членами в коэффициентах А  и q2 и учитывая условие (6), 
дисперсионное уравнение можно записать так
(14) A4—co2i4iA:2—(о2Я |= 0 ,
где

Из уравнения (14) видно, что при <///< 1 в мелкослоистой структуре 
возбуждаются два типа волн: сдвиговые, определяемые вкладом огЛь 
и изгибные, определяемые вкладом о 2/?,. Аналогичное явление имеет место 
в трехслойных пластинах (типа металл — полимер — металл), на что впер
вые было указано в работе [6].
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Полагая, что k ^ k o { l + i x ) ,  i4 ,= 4 ,( l+ » 6 M) , 5 ,=Д >(1+г6Б) ,  6Б< 1 , 8„<1, 
и < 1  и ограничиваясь членами первого порядка малости по х, бЕ, б„, най
дем &** и х :

(15) &„2 =
<вМ, (У1 +

4£„
)■

где
X = X i +  X2,

бX, = Е

1 +
йМо2

4 £ 0
+ ] / 1 + «г л .2

450 о)2Л п2 4
Лп-о>2 45,

1
х 2 = б.У1 +

45 о 2
Л 02СО2

При
Л0со2'

4 5 7
^  1, что соответствует дН/2<.1, имеем

<16) Xi= 1/46e? х2 =
А. о(о 6l

У450 2

Рассмотрим теперь решение дисперсионного уравнения (13) при q l l >  1. 
При выполнении условия (12) уравнение (13) имеет решение

Последнее означает, что при выполнении условия (12) в мелкослоистой 
структуре возбуждается преимущественно сдвиговая волна, упругие харак
теристики которой определяются из выражения (5). В структуре, состоя
щей из слоев металла и полимера, энергия сдвиговой волны локализуется в 
основном в полимере.

При к2У aH/2q-*-n условие (12) не выполняется, поэтому решения урав
нения (13) пе имеют смысла. Так как дисперсионная кривая существенно

кг -  Н
отходит от полученного решения (17) при — Уя — »близких к я  (фиг. 2),

q 2

то приближенно верхнюю границу согшах можно найти из системы урав
нений

kli2’\raH/2q0=K,

2я
Откуда ГЮЛучаеМ 0)2 max = --------------

"< Л, >
Уравнение (13) позволяет выявить некоторые тенденции решения при 

к2 — II
— У а ------> я., когда условие (12) еще выполняется. При ы>(о 2 max И
q 2
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(фиг. 2) решение уравнения (13) стремится к решению вида

<Р>
/Сс СО/

<
Е Л

1 - о 2 /

х ->-6е / 2 ,

что, как видно будет дальше, приводит к снижению потерь в мелкослоистой 
структуре. На фиг. 2 графически изображено решение уравнения (13) в 
диапазоне частот 0< cd̂ co2 шах.

В зависимости от того, каким числом усредненных характеристик мел
кослоистой структуры описываются антисимметричные колебания тех или 
иных структур, мы будем делить их на два класса: изотроппые структуры,

(«2/ф*а Н/2

свойства которых определяются выражениями (3 ), (4), х 2= 0  и x = x It 
и анизотропные структуры, свойства которых определяются выражениями
( 3 ) - ( 5 ) , х 2̂ 0 .

Полученные выражения позволяют оценить эффективность поглощения 
антисимметричных колебаний различными структурами. Оцепим вели
чину х,. Полагая для простоты, что коэффициенты Пуассона слоев равны, 
из выражения (3) можно найти, что

1т(Е{)
Е _  SCj Re (Я<) * *

где Ci=hi/H, Im (£,-) =6*, Re ( Е {) .
На примере структуры, состоящей из двух типов материалов (металл и 

полимер), рассмотрим, каким требованиям должпы удовлетворять поли
мерные материалы, чтобы суммарные потери в структуре 8я были макси
мальными. Так как R e(£ M) > R e (£ ’n), почти при всех значениях са выпол
няется неравенство

1—св ^  Re(2?n)
" Т Г >> R e (Е~)

где Е п — модуль Юнга полимера, Е Ь1 — модуль Юнга металла, сп — концен
трация полимера.

Учитывая неравенство (18) и полагая, что поглощение в полимерных 
слоях можно считать эффективным только в том случае, когда

сп l m ( E n) ^ Im (g M)
1—сп Re (Ям). R е (£ ы)
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получим окончательно

са Im (£ u) 
1—си Rе(Ё м)

Из выражения (19) видно, что, чем больше с„, тем больше б£; 6к-* (6 Е)п 
при са-> 1. Сравнение потерь при различных состояниях полимера показы
вает, что в случае изотропных структур необходимо использовать или стек
лообразное состояние, или переходную область из стеклообразного состоя
ния в высокоэластическос.

В случае анизотропных сред для описания упругих свойств необходимы 
выражения (3), (4) и (5 ), так как x = X i+ x 2. Оценим х в структурах, со
стоящих из двух типов материалов (металл и полимер). Для этого опреде
лим частоту о)г, при которой X i= x 2. Учитывая выражение (19) и то, что 
(б„) п=  (6*) „ из формулы (16) получим

1 Со Re ( Е и 

<0в 2 1 Си Rе(Д м) 0)1

где cot max—V42?oMo.
Частота (oimax (фиг. 2, 3) является условной границей между об

ластью I, где существуют изгибные и сдвиговые колебания, и областью II,

Ао<*2 -ъ 1где основную роль играют сдвиговые колебания. Так как при 1

выражения (15) переходят в соответствующие решения дисперсионного 
уравнения (13) при qH /  2 » 1  с точностью до численных коэффициентов, 
0)1 max М О Ж Н О  НаЙТИ И З  У С Л О В И Я

X2|<?W/2-*:t-̂ X2| 9Н/2>1.

Из выражений (16) и (20) получим

(21) x=Xi(l-f-co/(oe).

Когда полимер находится в высокоэластическом состоянии, о>с~ 0 , и по
этому X —х 2.

В случае стеклообразного состояния полимера, как видно из выражения 
(21), анизотропия свойств приводит к незначительному увеличению потерь 
в звуковом диапазоне частот. Единственный способ увеличения потерь в 
этом случае — уменьшение <ос путем увеличения Н.

На фиг. 3  изображены кривые потерь X i ( o > )  и х 2(со) в звуковом диапа
зоне частот 0 ^ 0 )^ о)зв. Сплошной линией обозначены кривые для стекло
образного состояния полимера, а пунктирной — для высокоэластического 
состояния при одной и той же концентрации полимера. При построении 
кривых предполагалось, что коэффициенты потерь 6Й и 6Б не зависят от 
частоты и температуры. Сравнение потерь при различных состояниях поли
мера показывает, что в мелкослоистой структуре целесообразно использо
вать высокоэластическое состояние.

Выводы

Антисимметричные колебания толстых мелкослоистых пластин, состоя
щих из чередующихся слоев материалов с сильно отличающимися упру
гими свойствами (типа металл — полимер), характеризуются двумя типа
ми волн. При 0<o)<o)i max имеют место как изгибные, так и сдвиговые ко
лебания. При о  i max<  а) < соz шах преобладают сдвиговые колебания, энергия 
которых в основном локализуется в полимерных слоях.
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Для поглощения антисимметричных колебаний в мелкослоистых струк
турах необходимо использовать полимеры в высокоэластическом состоянии, 
так как в этом случае потери в структуре такие же, как в полимере.

Автор благодарит С. А. Рыбака за полезпые замечания в процессе ра
боты.
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