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ИЗЛУЧЕНИЕ ЗВУКА ПУЗЫРЬКОМ, ДВИЖУЩИМСЯ 
В ПОТОКЕ ЖИДКОСТИ ВБЛИЗИ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ЦИЛИНДРА

А . В .  Ч а л о в

Рассмотрено излучение акустической энергии газовым пузырьком, 
движущимся в потоке жидкости у эллиптического цилиндра, обтекаемого 
под пулевым углом атаки. Произведено сравнение полученного резуль­
тата с известным решением для кругового цилиндра.

Находящийся в жидкости газовый пузырек при воздействии возму­
щающего давления испытывает изменение объема и излучает звуковую 
энергию. Если возмущающее давление описывается апероидической 
функцией времени, то достаточно знать спектр возмущения, чтобы опре­
делить спектр звукового давления, создаваемого пузырьком [1].  Аперои- 
дическое изменение давления имеет место при движении пузырька в поле 
гидродинамического давления обтекаемых тел. Для случая кругового 
цилиндра спектр создаваемого пузырьком звукового давления найден в 
работе [1].  Представляет иптерес рассмотреть более общий случай эл­
липтического цилиндра.

Рассмотрим постановку задачи. В работе [1] предполагалось, что пу­
зырек движется по контуру цилиндра с местной скоростью его обтекапия 
идеальной жидкостью. Поэтому в соответствии с известным из теорети-' 
ческой гидродинамики фактом, что частица, попав в критическую точку 
тела, остается и ней бесконечное время, оказалось, что время движения 
пузырька по контуру цилиндра бесконечно велико. Очевидно, реальный 
пузырек независимо от его местоположения в потоке движется вблизи 
контура цилиндра конечное время. Он излучает звуковую энергию на 
всем пути движения, так как возмущения от присутствия цилиндра в 
потоке существуют во всем объеме жидкости. При этом остается неяс­
ным, как в этом случае величины, характеризующие акустическое излу­
чение пузырька, разнятся с найденными в работе [1 ]. Нижеследующий 
анализ показывает, что для приближенных оценок спектров схематиза­
ция движения пузырька, предложенная в работе [1],  является приме­
нимой.

На фиг. 1 представлены графики зависимости возмущающего давле­
ния от времени в предположении, что пузырек из бесконечности движет­
ся по липпп тока, близкой к нулевой, с местной скоростью потока идеаль­
ной жидкости, обтекающего круговой цилиндр. На графиках, рассчитан­
ных с использованием работы [2],  приняты следующие обозначения: 

ч р Ы - ро , чР \ т) = -------где P W  “  мгновенное давлепие в жидкости, воздеист-
ptto /Z 1

вующес на пузырек, р0, uQ — давлепие и скорость потока па бесконечности 

соответственно, р — массовая плотность жидкости, т =  —— , где R  —

радиус цилиндра и t — время. Параметром семейства кривых 1—4 является
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6 = Д //?, где Д — отстояние линий тока от нулевой па бесконечности. Кри­
вые 1—4  отвечают значениям б, равным соответственно 10“5, 10“3, 10“\ 0. 
Значение т = 0 , относительно которого кривые симметричны, соответ­
ствует моменту пересечения пузырьком плоскости, перпендикулярной по­
току и проходящей через ось цилиндра. Из фигуры видно, что при б, 
отличном от нуля р { т ), описывает знакопеременный и бесконечный им­
пульс (для простоты на графиках приведены лишь правые ветви кривых 
р ( т )) . Область отрицательных значений р ( т) соответствует прохожде­
нию пузырьком зоны разрежения в области максимальной толщины ци­
линдра, положительных — зоны повышенного давления, в области перед­
ней и задней критических точек. При т->- 00 р ( т) асимптотически стре­
мится к 0 со скоростью Г”2'. При 6 < 1 0 -1 ее влияпие на экстремальные

Р(т)

зпачения и ширину минимума кривых мало, однако ширина максимума 
меняется существенно. Она возрастает при уменьшении б, становясь бес­
конечной в пределе прп 6 = 0  (кривая 4) .  Последний случай соответст­
вует рассмотренному в работе [1 ]. При значениях 6~10“‘ и выше умень­
шение экстремальных значений кривой р { т) становится заметным и в 
пределе при б -* 00 эта кривая вырождается в ось абсцисс.

Рассмотрим частотные спектры возмущающего давления. При 6=^0 
аналитическое выражение для р ( т) получить невозможно. Однако оче­
видно, что эта апериодическая функция удовлетворяет условиям Дирихле 
и абсолютно интегрируема. Поэтому ее можно представить в виде интег­
рала Фурье. Из рассмотрения физической картины движения пузырька 
следует, что функция р ( т) непрерывна вместе со всеми ее производными. 
Тогда из теоремы о связи спектров функции и ее производных [3] сле­
дует, что спектральная плотность для р(х)  сильно убывает па высоких 
частотах; в частности, в ее выражении должен содержаться множитель в 
виде экспоненты пли гиперболической функции частоты. Последний ре­
зультат качественно совпадает с тем, который получен в работе [1] для 
6 = 0 . Кроме того, из рассмотрения кривых 1—4  можно заключить, что зна­
чения характерной частоты, начиная с которой спад спектра становится 
заметным, весьма слабо зависят от б. Из работы [1] следует, что по по­

рядку величин это значение равно На низких частотах спектральная

плотность с уменьшением частоты убывает при 6 ^ 0 , в то время как при 
6 = 0  она стремится к постоянной. Обозначим характерные промежутки 
времени измепепия р ( т) через T i  и  т 2. Когда x 2> T i  форму импульсов и 
их спектры молено считать практически теми же, что и при 6= 0 .

Для анализа случая Xi~x2 оцепим значения иптеграла $ р 2{x)dx, про-
0

порционального энергии возмущающего давления, при 6 ~ 1 0 -1 и 6 = 0
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(кривые 3 и 4  соответственно). Последний интеграл в основном опреде­
ляется значениями р (т ) при т, не превышающем нескольких единиц. 
Вклад же значений р ( т) при больших т незначителен из-за весьма быст­
рого убывания р ( т). Отсюда с учетом анализа кривых 3 и 4 получим, что 
значения данного интеграла при б—10“1 и 6 = 0  разнятся мало. Тогда, ис­
пользуя теорему Рэйли, аналогичный результат мы получим и для инте-

оо
грала S z'(f)dj, где £ ( / ) —спектральная плотность амплитуд возму- 

о
щающего давления. Как следует из предыдущего, вклад в последний ин­

теграл значений S(f)  при /, превышающих незначителен.

Аналогичный вклад при / < ifo
5 П также мал из-за того, что в этом случае

при уменьшении /  S(f)  — невозрастающая функция. Таким образом, при 

/ ~  значения S(f )  при 6~10"а и 6 = 0  разнятся мало. При / <  ^ з н а ­

чения S( j )  при 6 = 0  больше, чем при 6~10~!. При 6>10"1 значения р (т) 
и S(f )  из-за ослабевания возмущений в потоке меньше соответствующих 
значений при 6 порядка 10”1.

Проведенный анализ показывает, что для расчетов максимальных 
спектральных уровней возмущающего давления, воздействующего на пу­
зырек, движущийся по произольиои линии тока в потоке у кругового ци­
линдра, применима схематизация движения пузырька, предложенная в 
работе [1 ]. Полученный вывод справедлив также для цилиндров и трех­
мерных тел произвольной формы, при этом характерные значения 6 и /  
должны определяться в каждом конкретном случае.

Перейдем к рассмотрению излучения звука пузырьком при движении 
его в потоке вблизи эллиптического цилиндра. В соответствии со сказан­
ным выше будем полагать, что пузырек бесконечно малого радиуса дви­
жется по контуру эллипса со скоростью, равной местной скорости обтека­
ния его идеальной жидкостью. Угол атаки положим равным пулю и прене­
брежем диффузионными процессами и действием капиллярных сил па 
поверхности пузырька. Ограничимся рассмотрением линейных колебаний 
пузырька на нулевой моде. Вид функции возмущающего давления зави­
сит от ы0 и величин продольной и поперечной осей эллипса. Обозпачим их 
соответственно 2а и 2Ь. В дальнейшем черточкой будем обозначать длины и 
скорости, отнесенные к а и и0. Функции р { т) и w( t) связаны известным 
соотношением 
(1) р ( т ) =  1 -й * (т ),

2 t u 0
где т = --------- .Д л я  нахождения и (т) используем известное решение [41

(2) й (0 )  =
(1+ 6) sin 0

(sin20+ 62cos20 )Vl ’

где 0=агс tg-^-zr и х  и у  — соответственно абсцисса и ордината точек кон-х о
тура эллипса. Текущее время движения пузырька вдоль контура эллипса 
найдем из выражения

d m  

(0) 
где

di(Q) =  {dx*+dy2)',’= (s in 2 0 + Р  cos2 0 )Vl.
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Подставляя в формулу (3) выражения для dl(Q) и м(0) и интегрируя при 

условии, что 0 =  ту при т = 0 , находим

(4) ^ =  - Щ  [  (Бг- 1 )  cos 0+ 52 In tg +  ] .

Совершая предельные переходы в формулах (2) и (4) при 6-*-0 и 0-*я  
и используя условия, что й = 1 + 5  при т = 0  и й (т) — четная фуикция, по­
лучим

1+5
(5) гг (т) =  (1+5) seeh т,

25=
и с учетом формулы (1)

(6 ) р  (г) = 1 — (1 + 5 )2 sech1
1+5

—  т.
2 Ь:

Выполняя преобразование Фурье функции p( t ) ,  мы приходим к выраже­
нию д л я 5 (/)  [5]

(7) S  (/) = л 254ра2/  csech
я252 fa

(8)

1+5 Ur,'
Введем эквивалентный радиус R,,  определяемый из соотношения

252а 2го
д я =

1+5 1+5rr J

где г0 — радиус кривизны эллипса в критической точке. С учетом форму­
лы (8) можпо представить выражение (7) в виде

( 9 )

2 2 с
S (/) =  — ( 1 ■+ Ь) 2 pi?»*/ csech ----—

4 2 и0

Это выражение с точностью до множителя
( 1 + 5 )

совпадает с аналогич­

ным выражением для кругового цилиндра с радиусом Дэ. Физически такая 
аналогия объясняется тем, что изменение возмущающего давления от вре­
мени в сильной степени зависит от параметров движения вблизи критиче­
ской точки. Из-за слабого изменения радиуса кривизны малый участок 
эллипса вблизи критической точки можно уподобить дуге круга с радиу­
сом, близким к радиусу кривизны эллипса в критической точке. При 5=1  
эллине вырождается в круг, ДЭ= Д  и формула (9) совпадает с выражением, 
полученным в работе [1 ]. При уменьшении Ъ спектральные уровни на

А/
сходственных безразмерных частотах-----снижаются, одновременно спектри0
насыщается в области высоких частот. Основную роль играет второе об­
стоятельство.

В общем виде спектральная плотность давления, индуцированного пу­
зырьком в жидкости на расстоянии г, определяется выражением [1]

(Ю ) £ ,( / )  =  + Л (/)•<?(/),

где Si (/) — спектральная плотность индуцированного давления, А — ампли­
тудная характеристика пузырька;

( И )  , . [ ( ^ - 1 ) ‘ - М - р
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где Яо, /о — равновесный радиус и частота собственных колебаний пузырь­
ка; г\ — постоянная затухания.

На фиг. 2 представлена зависимость 5 , от /, полученная с использова­
нием выражений (9), (10) и ( И ) .  Кривые построены при следующих зна­

чениях параметров: а = 2 • 10-1 м, и0=  
= 5  м/сек , г= 1  м, Яо=Ю -3 м, / 0=  
= 3 ,3  • 103 sif, т)=10-1, р = 103 псек2/мк. 
Кривые 1, 2, 3 соответствуют значе­
ниям Ъ, равным 0,5; 1; 2. Уровни 
даны в децибелах относительно 
2 • 10"5 нсек/м2. Как и следовало ожи­
дать, уменьшение b вызывает рас­
ширение диапазона частот, где акус­
тическое излучение пузырька эффек­
тивно. Кривая 1 (Яэ=6,7*10“2 м)  со­
ответствует более насыщенному на 

высоких частотах спектру, чем кривая 2 (R^=2-10-1 м) и особенно — 3 
(Я ,= 5 ,3 -1 0 -1 м ) . На высоких частотах спектры спадают с ростом часто­
ты со все увеличивающимся темпом.
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