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ДИНАМИКА КАВИТАЦИОННОЙ ПОЛОСТИ 
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А . М . А в а н е с о в ,  Г . Н .  К у з н е ц о в

Исследуется влияние объемной вязкости к  сжимаемости среды на па­
раметры захлопывающейся полости. Полученное уравнение используется 
для анализа движения пузырьки в сжимаемой вязкой газожидкостной 
суспензии.

Влияние вязкости и сжимаемости жидкости на рост и захлопывание 
кавитационной полости исследуется теоретически в ряде работ [1—7]. Од­
нако в этих работах в я з к и й  член в уравнении радиального движения учи­
тывается только через граничные условия, поэтому соотношение между 
вязкими членами в уравнении движения и членами, учитывающими сжи­
маемость, не полностью выяснено, поскольку при строгой постановке необ­
ходимо учитывать не только сдвиговую, но и объемную вязкости как в 
исходном дифференциальном уравнении Навье — Стокса, так и путем при­
менения обобщенного закона Ньютона при определении вязких напряже­
ний на движущейся границе иолости. Ниже в квазиакустическом прибли­
жении предпринимается попытка оценить влияние вязкости и сжимаемости 
среды на динамику неустойчивой кавитационной полости. Эффективность 
применения квазиакустического приближения для решения таких задач 
при числах Маха М <1 показана в [5, 7 ]. В связи с изложенным введем 
для определения давления нелинейное уравнение Навье — Стокса, учиты­
вающее сдвиговую и объемную вязкости (соответственно |х и г|); для сфе­
рически симметричного движения оно имеет следующий вид:

Дифференцируя выражение (1) по t, получим

Запишем волповое уравнение и уравнение неразрывности

— — +  div F = 0 . 
р dt

\
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Дифференцируя по t и по г величину (гор) в выражении (3) и затем диф­
ференцируя полученный результат по t, будем иметь

(5)
д2ср 9ф dv

Г~ ^ Г ~  со - г г 1 +  СоГ^ Г ' =  °- d f  dt dt

Подставляя значения dtpIdt и d2tp/ d f ,  определяемые по формулам (1) и (2) 
в уравнение (5 ), получим

(6)
dv 1 др 

vr—— +
d2v

dl

+
dp

P

р dt dt dr r  dt

dv 2av dv— ^ , 
dr r C<>/ jyl dt

2a dv , v2+ e. y +

oo

где a — j  j  p. В  квазиакустическом приближении уравнение (6)

дает связь между скоростью и давлением в любой точке жидкости. Е сли по­
ложить r=sR и перейти от частных производных к полным, то, обозначая

*  1 *  тг—п dt
= я и вычислив выражения и

\ dr'/ а \ dr I а

( э после подстановки получим дифференциальное уравнение, вы- 
\ dt J r

ражающее связь между скоростью движения границы полости и давлением 
на ней. Это уравпение имеет вид

(7) Е й
( * -

2Д 2а \ _3 . .4 А 4 а
с0 п с 0 / 2  \ 3 Со 3 R c0

+  — А‘ ) =

- J
dp а  ЕЙ  . ссЕ

р
d2v

Со Со р Л dt \ Со Со

А2 +  А3 аА

2 с»3 Ас 2И-
где

Для разрешения уравнения (7) зададим давление на границе, учитывая 
вязкие напряжения при помощи обобщенного закона Ньютона

( 8) I p . - p . + \ "  +Ря _  А
с02 dt \ Е 0 / \  R  / Д ' й

Начальные условия для решения уравнений (7 ), (8) следует задать в 
виде Д =Д 0, Л0=(Д(о)—Дсо)/рСо, где Д0 и Р (0) — скорость движения границы 
и давление у поверхности при t= t0.

Для определения функций /1 и /2 введем потенциал скорости в квазиаку­
стическом приближении, определяемый через скорость движения грани­
цы Й с помощью уравнения (1 ); получаем

t - т—R

(9) 1 я(т+#0

р - р СО
+

a  dP
рсо” dx 

98i|)

 ̂ dx.

то система
/ cnp \ / trip \

Поскольку можно записать /»= — Г1 j  и /2=   ̂ ^ ^  )

уравнений (7) —(9) становится замкнутой. Существенно, что при р и г|-*-0
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уравнение (7) тождественно переходит в уравнение Триллинга [6 ], а при 
с0-*-со система уравнений (7) — (9) вырождается в модифицированное 
уравнение Релея [5].

Вычислив функции /i и /2 и пренебрегая в них членами порядка а /с 2 и 
а /с 3 по сравнению с а /с , окончательно уравнение радиального движения 
кавитационной полости в сжимаемой вязкой жидкости запишем в виде

Для выполнения численного интегрирования систему уравнений (8), 
(10) приведем к безразмерному виду. Введя обозначения

( И ) n R  * 1 р *---- , т  = ----- У  —
Ro R o  г р

Рп =
Ри

Р2 0 =
20

р- =

D =

м , =
1 )Х

СО

2а
B oV P Jp

со оо R o P j

М> =
а

с =
Rol/PJp УРоо/р

получим из формул (8 ), (10) следующие уравнения:

P p ( l
2В 2М2 \ 3 Г 4 р 2Мг

(12) н +  \ +
с* £с* / ~2 Р2N  3 1

+
Pc*

2 М $ г I Р dP‘ U .+
3 И с У  р < 0 *  J *

С dr  L #c (c’V
ч / 2Мг \

+  {Р‘-
- « ' H r  •

. / 1  \зт D m s
(13) P'—FV + P J  (  )

Р
• “ *

p

+

Численное интегрирование системы уравнений (12), (13) выполнено на 
ЭЦВМ БЭСМ-6. Все приведенные ниже на фиг. 1—3 параметры сжатия по­
лости под действием перепада давления получены при следующих усло­
виях: Р 00=1 атм, р=1 г/см\ а= 75  дн/см , #о=10-1 см, Р 2о=Ю—2 атм. На 
фиг. 1 приведено типичное семейство зависимостей |3(т), вычисленных при 
переменных с0 и фиксированных значениях р и tj, характерных для мор­
ской воды, р=0,01 г/см -сек , т]=0,03 г/см- сек. Кривая 1 вычислена при 
с0->о°. Фаза роста полости на кривой 1 отсутствует вследствие переполне­
ния машины. Кривые £, 3 , 4 , 5,- получены соответственно при с0=1,5*Ю 5; 
104; 103; 102 см/сек. Как и следовало ожидать, сжимаемость среды оказы­
вает наиболее существенное влияние на величину р (т) лишь в зоне pmas. 
Характерно, что при увеличении сжимаемости среды (уменьшение ско­
рости звука) увеличивается роль диссипативных процессов. Колебательное 
движение сначала переходит в апериодическое, затем при с= 102 см/сек  по­
лость монотонпо стремится к равновесному для Р=Р«, радиусу при т 
Качественно такой режим движения границы соответствует случаю, когда 
диссипативные процессы, связанные с излучением звука во внешнюю среду, 
оказывают определяющее влияние па этапе сжатия полости при
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При P(t J порядка равновесного для Р = Р Со определяющим оказывается 
член, учитывающий давление газа. Аналогичное по характеру решение 
исследуется при захлопывании пустой полости в работах [1—4], однако в 
этих работах отсутствие кумулятивных эффектов обусловлено диссипацией 
кинетической энергии вязкостными процессами. Кроме того, в силу условия 
Р20= 0  при £=0 равновесное значение (5(т) в работах [1—4] равно пулю.

На фиг. 2 приведены зависимости (}(т), вычисленные при переменном 
а  и су= 1,5 -10® см/сек. Кривая 1 рассчитана для несжимаемой жидкости и

|Л=0,01 г/см -сек. Кривая 2 иллюстрирует влияние сжимаемости среды и 
соответствует практически совпадающим зависимостям р(т) при а= (); 3* 
•10"2; 3 -1 0 "1; 3,30 см2/сек . Кривая 3 получена при а = 3 0 0  см2/сек. Из срав­
нения кривых следует, что при сжимаемости среды, аналогичной сжимаемо­
сти воды, влияние объемной вязкости не существенно. С другой стороны, 
можно отметить, что результирующее влияние объемной вязкости оказывает­
ся противоположным эффекту сжимаемости, поскольку с увеличением а  зна­
чение Ртах возрастает. Таким образом, увеличение объемной вязкости экви­
валентно уменьшению эффективной сжимаемости. Следует заметить, одна­
ко, что произвольная раздельная вариация скорости звука и объемной вяз­
кости в значительной мере носит формальный характер и оказывается по­
лезной лишь с точки зрения оценки влияния отдельных членов уравнения. 
В действительности величина объемной вязкости, как правило, связапа со 
сжимаемостью среды и следует рассматривать изменение скорости звука 
и величины а  совместно.

Частным случаем ре лансирующих сжимаемых сред является двухфаз­
ная смесь газовых пузырьков и жидкости. Характерным примером такой 
смеси являются развитые кавитационные области в акустическом или гид­
родинамическом поле, состоящие из множества несинфазпо пульсирующих 
пузырьков. В кавитационной области наряду с неустойчивыми интенсивно 
сжимающимися полостями содержится большое количество полостей, ста­
бильно существующих длительное время или медленно пульсирующих. Эти 
сравнительно стабильные пузырьки могут существенно изменить парамет­
ры среды, в которой происходит захлопывание неустойчивых полостей. Бу­
дем считать далее, что в некоторый момент времени в зоне разрежения 
акустического или гидродинамического поля оказалась область жидкости, 
содержащая один зародыш критического для данных условий размера R e 
или /?>/?., окруженный множеством других газовых зародышей, меньшего 
размера. Очевидно, что под действием разрежения первый зародыш поте­
ряет статическую устойчивость и вырастет до максимального радиуса /?0, 
зависящего от параметров зоны разрежения; мелкие пузырьки будут мед­
ленно изменять свой размер в соответствии с изотермическим законом.

13 момент равенства давлений внутри и вне неустойчивой полости в 
фазе роста (Д > 0) пузырек достигает максимального размера /?0 при Л = 0 
в такой зоне (гидродинамическая кавитация) пли в такой момент времени
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(акустическая кавитация), когда давление вне полости оказывается су­
щественно больше давления внутри. Если это превышение значительно 
(До>Д. в 3—5 и более раз), то захлопывание полости произойдет достаточно 
быстро, что позволяет считать давление на внешней границе в течение этой 
фазы постоянным и равным давлению при R = R 0. В фазе сжатия Й ~ с0 и 
влияние сжимаемости и вязкости жидкой среды и особенно окружающих 
пузырьков следует учитывать.

Для определения параметров среды с пузырьками рассмотрим безгра­
ничную жидкость, в которой функция распределения пузырьков по про­
странству и размерам N (R y х , у, z) имеет такой вид, что объемная концеи-

трация их в суспензии cv=  f  7— nR 3N {R, х, у, z) dR  =const =£f(x, у , z). Мы
*  30

будем считать, что размер самого крупного из пузырьков, окружающих не­
устойчивую полость, меньше критического, т. е. Тогда, следуя рабо­
те [9 ], плотность суспензии, ее уравнение состояния и скорость распростра­
нения звуковых волн на частотах меньше частоты линейного резонанса пу­
зырьков (пренебрегаем дисперсией скорости звука) примем в виде

cvP
------ =  const,
1— C v

1 _  (1 С у )  2 t С у  (1 С у )  ро
с2 “  Со2 Р+Ао/За ’

где р0 и рг — соответственно плотности капельной жидкости и газа, с0 и с — 
скорости звука в жидкости и суспензии. Значения эффективных объемной 
и сдвиговой вязкостей для суспензии воздушных пузырьков в жидкости 
определим в виде [10]

|А =  Ц(1 +  С„),
_  1 f , 4 (fc/fe0) 2 1

^ 1+с„/с//с0 1^° 3 1+с„/с//с0 1 '
где ц, 71 и цо, 7]о — соответственно сдвиговая и объемная вязкости суспензии 
и капельной жидкости; к  — равновесная эффективная сжимаемость двух­
фазной среды, связанная со временем 
релаксации среды т, к = Зт/4ц, к0 — 
сжимаемость жидкости. Определив 
таким образом параметры среды в за­
висимости от с„, мы рассмотрим замы­
кание сферической газовой полости 
радиуса /?0 иод действием перепада 
давления Р ^ -Р ы  в гипотетической 
вязкой сжимаемой среде — газожид­
костной суспензии.

Па фиг. 3 приведены типичные за­
висимости р(т), полученные при 
прежних условиях для различных
объемных концентраций газа в воде. Кривая 1 вычислена при Сг>=0, с 
Кривые <2, 5, 4 , 5, 6 получены соответственно при с„=.Ю"4, 10“3, 10-2, Ю-1, 
0,5. Из анализа зависимостей видно, что с увеличением cv увеличивается 
Pm m и колебательный характер пульсации пузырька вырождается в моно­
тонный; решение в окрестности рш|п становится асимметричным и (5Шпх в 
в фазе роста полости убывает быстрее, чем ртах в фазе сжатия. Это может 
стать причиной заметного уменьшения при увеличении cv положительных 
импульсов давления, образующихся при расширении полости. Увеличение 
с0 приводит также к уменьшению числа пульсаций функции р(т),что рав­
носильно уменьшению числа излучаемых в среду воли избыточного давле­

Фиг. 3

P=(l-Cv)po+^pr,
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ния. В целом можно отметпть, что с увеличением cv запасенная в началь­
ный момент потенциальная энергия полости радиусом R 0 быстрее диссипи- 
рует и полость быстрее переходит в положение устойчивого равновесия 
с радиусом, соответствующим внешнему давлению Р». Из сравнения гра­
фиков, представленных па фиг. 1, 2, 3, следует, что уменьшение (3 шах При 
росте с„ обусловлено уменьшением скорости звука с  и слабо зависит от ве­
личины а. Следовательно, при анализе динамики неустойчивой кавитаци­
онной полости в двухфазной среде для чисел Маха 1 можно учитывать 
лишь изменение скорости звука. Иными словами, возможно формальное при­
менение уравнений Триллинга или Джилмора, в котором значения скорости 
звука должны соответствовать величине с0. При М ^1  существенно увели­
чиваются некоторые из членов уравнения (12). Заметная погрешность мо­
жет возникнуть также, если не учитывать дисперсию скорости звука и по­
вышение затухания энергии на частотах порядка собственных частот пу­
зырьков радиуса а. Причем эта погрешность должна увеличиваться с ро­
стом чисел Маха. Поэтому вопрос о необходимости учета вязких членов при 
Л/5И остается открытым и должен решаться в приближении Бетта— 
Кирквуда.

Полученные результаты могут быть использованы для объяснения из­
вестного в гидродинамической кавитации экспериментального факта «на­
сыщения» зависимости интенсивности кавитациоипого шума, излучаемого 
кавитационной областью от скорости потока жидкости после достижения 
этой областью определенной стадии развития. Влиянием повышения сжи­
маемости среды можно объяснить также заметное уменьшение кавитаци­
онных шумов при переходе к струйным режимам обтекания [11]. С изме­
нением свойств среды (уменьшением скорости звука с), связано, по паше- 
му мнению, также снижение после некоторого экстремума интенсивности 
кавитационного шума, эрозии, а также эффективности воздействия 
ультразвука на технологические процессы, которое паблюдается в практи­
ке акустической кавитации при существенно развитых стадиях кавита­
ции [5].
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