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ГЕНЕРАЦИЯ ВТОРОЙ СДВИГОВОЙ ГАРМОНИКИ В СРЕДАХ 
С ОСТАТОЧНЫМИ ВНУТРЕННИМИ ДЕФОРМАЦИЯМИ
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Теоретически рассмотрена возможность генерации второй гармони­
ки в твердом теле. Показано, что при наличии в теле внутренних оста­
точных деформации такая генерация возможна. Для случаев периодиче­
ского и случайного полей остаточных деформаций получены выражения 
для амплитуды второй гармоники с д в и г о в о й  волны.

Реальная структура в значительной мере сказывается уже на линей­
ных упругостных свойствах твердых тел. Дислокации, точечные дефекты, 
микротрещины влияют па затухание и скорость звука в теле. Можно пред­
положить, что еще более сильным будет ее влияние на нелинейные упру- 
гостные свойства тела, в частности на генерацию акустических гармоник. 
Особый интерес представляет генерация второй с д в и го в о й  гармоники в 
сдвиговой волне. Как следует из теории (см., например, [1]), из-за изотро­
пии деформации сдвига в однородном, изотропном твердом теле генерация 
второй сдвиговой гармоники не имеет места. Качественно ясно, что такое 
ограничение является слабым: любое, даже незначительное нарушение изо­
тропии сдвиговых деформаций должно привести к генерации сдвиговой 
гармоники, так как этот процесс синхронный и, следовательно, накапли­
вающийся. Экспериментально генерация второй сдвиговой гармоники на­
блюдалась в работах [2, 3]. Результаты этих работ позволяют считать, что 
такая генерация обусловлена остаточными внутренними напряжениями и 
деформациями.

Ниже рассматривается случай распространения воли в среде с внут­
ренними остаточными деформациями. Проведена сравнительная оценка 
линейных и нелинейных членов волнового уравнения, связанных с внутрен­
ними остаточными деформациями. В приближении заданного поля полу­
чены выражения для амплитуд второй сдвиговой гармопики в случае пе­
риодического и случайного полей внутренних деформаций.

I. Сделаем следующие основные предположения для нелинейного 
твердого тела с остаточными деформациями: 1 ) собственные (остаточные) 
деформации твердого тела будем описывать полем смещений s(x, у, z) от­
носительно состояния тела без внутренних напряжений; 2 ) зададим сме­
щения и(х , у, г), вызванные внешними силами так, что полное смещение 
в твердом теле будет u ' = u - b s ;  3) положим s = ^ u  и ds/dx<du/dx\ 
4) уравнение движения папишем в виде [4]

дсу.л 
dxh 7

где р0 

( 2)

плотность недеформированного тела, а а* определяется из
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где U — внутренняя энергия твердого тела при адиабатических колебани­
ях, написанная с желаемой степенью точности. Заметим, что тензор о<* 
несимметричен и не является тензором напряжений. Внутреннюю энергию 
деформированного твердого тела при адиабатических деформациях напи­
шем в функции инвариантов тензора деформации [ 1  ]

'(3 ) U (/1, / 2, / 3) = - 2 ц/ 2+  - у  +  - у  р, j  Д +

у!+ЗВ+С
+   ---- ------/,*+Л /,-  (Л ■+25) IJz+D’I i+ E 'IJ i+ F 'I i+ G 'I fh ,

О

где К, [I — модули упругости второго, А, В, С — третьего и Z)*, F \  G‘ — 
четвертого порядков. Подставляя в формулу (3) значения инвариантов
[ 1 ], получим выражение внутренней энергии через деформацию тела

(4) и  («,'„) =  ■— [ 2+ i U i , k U m'iU m^ U m ,iU m ,k  ] +

/ Ц \ /  / 2  . < 12 , 1 ?4 \  С ,3 , 2  / 2  . ,
+  - - - - - —  д  u,,i+a,:iUm,i +  —  Um,i) + — {2u,'i+3ui,,umit) +

+  - у  [ «ы (и£*+в*'() 2+4Вт,1 (в',Л+в£,,) 2+2 ( в 'Д и ,',)  u ^ iu L .k u ' i , ,  ] +
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Производя в формуле (4) замену u '= u + s  и оставляя члены не более чет­
вертого порядка малости, получим
(5) U=U(ut.h-,s,.m).

Дифференцируя это выражение по ир, „ и подставляя о,,,= 
=dU(Ui,n; Si,m) / d u p, q в формулу (1), найдем общее нелинейное уравнение 
движения для среды с остаточной деформацией

В общем виде решение задачи о распространении волн в среде с оста­
точными деформациями чрезвычайно громоздко. Поэтому ограничимся 
случаем поляризованной в направлении оси Z  и распространяющейся 
вдоль оси X  плоской сдвиговой волны ux=uv= 0, иг=и  (х ). Полагая также 
д$/ dx>ds /  dz, мы сведем задачу к одномерной и из формулы (6 ) получим
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пелинепиое волновое уравнение

где

с= V fl/poJ С6=
4 +  Х +£
3 ' р.

Уравнение (7), в котором опущены члены, не содержащие одновременно 
и и s, нелинейно, а коэффициенты зависят от координат и определяются 
внутренними остаточными деформациями. Остаточные деформации долж­
ны удовлетворять уравнению равновесия [4], поэтому коэффициенты 
уравнения (7), вообще говоря, не являются произвольными. В дальнейшем 
мы будем считать, что коэффициенты в уравнении (7) есть известные 
функции, причем вектор s удовлетворяет бигармопическому уравнению 
A A s = 0 .

Из вида уравнения (7) следует, что наряду с генерацией второй сдви­
говой гармоники, которая описывается последними двумя членами пра­
вой части и невозможна в теле без остаточных деформаций, последние вы­
зывают также затухание звука из-за рассеяния на неоднородностях (пер­
вый член правой части уравнения (7)), а также поправки к фазовой ско­
рости звука и в общем случае рефракцию упругих волн (второй член пра­
вой части уравнения (7)).

Уравнение (7) мы будем решать методом последовательных приближе­
ний, представив смещение и в виде и=и'+и"+и" '+ . . .  [ 1 ], где и' вектор 
смещения в первом приближении, а" и и'"  поправки второго и третьего 
приближения соответствспно. Как уже говорилось, нас интересует генера­
ция второй с д в и го в о й  гармоники в деформированной среде, поэтому уста­
новим необходимые условия, при которых можно рассматривать уравне­
ние соответствующего приближения, пе учитывая влияния рефракции и 
затухания упругой волны в данном приближении. Для оценки величины 
каждого из членов уравнения (7) будем предполагать ds*/  dx~Ks0 (i=x,z),  
где К = 2 п /  А, А — характерное расстояние, на котором изменяется оста­
точное смещепие, sQ — порядок величины остаточного смещения. Пусть 
также д а /  дх~ка0, где /с=2я/Я , А,— длина волны звука, и0 — амплитуда 
смещения в звуковой волне. Безразмерные модули в уравнепии (7) имеют 
порядок единицы. Введем малый безразмерный параметр z= kuQ. Тогда, 
считая Ks0~En и К /к ~ гя, приведенные к безразмерному виду члены пра­
вой части уравнения (7) имеют следующие порядки: I — ew+9+1; II — еп+1; 
III — en+2; IV — гп+ч+2' Внутрепиие и внешние деформации пе выходят за 
пределы упругих деформаций, поэтому п > 0. Рассмотрим случай п = 1 и 
q=2, т. е. случай крупномасштабных остаточных деформаций. При этих 
условиях уравнение третьего приближения

есть линейное неоднородное уравнение, которое и описывает генерацию 
гармоники в деформированной среде. При этом влияпие изменения фазо­
вой скорости осповной волны (уравпепие второго приближения) и генера­
цию третьей гармоники сдвиговой волны (уравнение третьего приближе­
ния) можно пе учитывать, так как в уравнение (8 ) не входит решение 
второго приближения, а общее уравнение третьего приближения линейно.

И. Рассмотрим случай периодически изменяющихся в пространстве 
остаточных деформаций Ф (z) =dsz/dx=A  cos 2пх/А. Этот случай реали­
зуется, когда в изотропной среде в плоскости ХУ вдоль оси У с вектором

( 8)
д2и '"  д2и '" dsz да д2а

д12 дх 2 дх дх дх2
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Бюргерса вдоль оси Z расположено на расстоянии Л друг от друга беско­
нечное число одинаковых, прямолинейных, параллельных краевых дисло­
каций [4]. Подставляя в уравнение (8 ) решение уравнения первого при­
ближения u'=uQ sin (о)*—кх), получим уравнение

дги "  3 V "  
~di2 дхл

У , 6ПХ
—Аи02к 3 cos------sin 2  (со 1—к х ) ,
2 Л

решение которого будем искать в виде

(Ю) и'"(х, *)=г)(я) sin 2 (g)*—kx)+v{x)  cos 2 (со*—кх)
с граничными условиями ии/(0, *)= 0 , что соответствует r)(0 )==i;(0 ) = 0 . 
Подставляя выражение ( 1 0 ) в уравнение (9) и приравнивая коэффициенты 
при sin 2 ( g)*—кх) и cos 2 (о*—кх), получим систему дифференциальных 
уравнений для ц(х)  и v(x)

(11) rjKc+4 к vx=  -1- чщг1с3 Ф (х) =  - 4  уА u„V  cos ̂  х,

v„—4kr\x=Q.
Решение этой системы, удовлетворяющее граничным условиям, будет

Ч(*) =

(12)
v ( x ) = -

ЧАио zlc3 / 2л \
О Асч - лч 1

/4 л 2  \  \
CUS X 1 »

Л /
(---- -16& )

2 к А  чАщ2к3 . 2л
л  / 4л2

Sill х• 
\  Л2 (— - т 1

Л2

Итак, решение уравнения третьего приближения для второй сдвиговой 
гармоники в среде с периодической неоднородностью имеет вид

(13) и '"  (x,t) = ---- ~— ----------Г ( 1— c o s я )  sin 2 (g)*—кх) —

2 кА 2лх 1
—------sin—-—■ cos 2 ( g)*—кх) .

л  A  J
Резонансное увеличение амплитуды второй сдвиговой гармоники имеет 
место при брегговских условиях Я2 о>“*-2 Л и носит, очевидно, параметриче­
ский характер. При этом условии выражение (13) представляет собой сто­
ячую волну удвоенной частоты.

III. В реальном твердом теле остаточные деформации являются, вооб­
ще говоря, случайной функцией координат. Будем считать случайное поле 
остаточных деформаций однородным и изотропным. Для случайного одно­
родного поля Ф(х) могут быть определены среднее значение <Ф(х)> =  
=const и корреляционная функция В{хи х2) =<[Ф (#,) — <<F>(£i) >] [Ф (х2) — 
— <Ф(а:2) ) ] ) .  Изотроппость случайного однородного поля означает, что 
В (х  1, х2) =В( \х{—х2\). Естественно предположить, что среднее значение 
случайных внутренних остаточных деформаций равно нулю <Ф (я)>= 0 , 
B (x h х2)=<Ф(х1)Ф(х2)>. Будем также считать, что амплитуда второй гар­
моники — медленно меняющаяся функция координат. Тогда в системе
( 1 1 ) r)xx</ci>x, i;xx<7cr]x и квадрат амплитуды волны второй гармоники бу­
дет
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Усредняя это выражение по совокупности Ф (я), получим выражение для 
среднего квадрата амплитуды, связанное с корреляционной функцией слу­
чайного поля остаточных деформаций

(15) <v2 ( s )> = ^ -—  Г fs (U i—U\)dtidh.
64 JJ

Производя здесь замену переменных x = t x— 12} t = ( t i + t 2) /  2 и подставляя 
конкретпую функцию корреляции, получим выражения для среднего зна­
чения квадрата амплитуды второй сдвиговой гармоники в среде со случай­
ными остаточными деформациями

_  ill у2„ * Ь'*
(16) В (х)= а02е ^ ^ < v z> =  ̂ — a02xQx,

oZ

____l!_  v 2 . .  4Д.4 у ”

В  (т) =а02е т ° 2 < v2> ------- 7 7 ---- - а02х0х.
64 '

Линейное нарастание интенсивности второй гармоники в случайном поле 
остаточных деформаций в отличие от линейного нарастания с расстояни­
ем амплитуды второй гармоники в регулярной среде отмечалось уже для 
второй гармоники электромагнитной волны [5] и такое различие, по-ви­
димому, характерно для среды со случайным полем деформаций или по­
казателя преломления. Интенсивность второй гармоники в случайной сре­
де пропорциональна также радиусу корреляции случайного поля остаточ­
ных деформаций.
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