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ФАЗОВЫЕ И ГРУППОВЫЕ СКОРОСТИ 
ПОВЕРХНОСТНОЙ ВОЛНЫ ЛЯВА В СЛОИСТОЙ СРЕДЕ

В . Г . С а в и н , Н .  А . Ш у л ы а

Дано точное решение задачи о поверхностных волнах Лява в регу­
лярной слоистой среде, заполняющей полупространство. Исследована за­
висимость фазовой и групповой скоростей волн от упругостных и гео­
метрических параметров.

Поверхностные волны Лява со времени их обнаружения [1] изучались 
многими исследователями при различном, но всегда конечном, числе слоев 
на полупространстве, причем упругостиые свойства среды принимались 
самыми разнообразными. Ниже дано точное решение задачи о распростра­
нении волн Лява для полупространства, образованного бесконечным чис­
лом чередующихся слоев двух типов; подробно исследуется зависимость 
фазовой и групповой скоростей от частоты в широком диапазоне измене­
ния механических и геометрических параметров.

Рассмотрим полупространство —<»<£, у<+°°, z^O, заполненное сре­
дой, модуль сдвига G(z) и плотность p(z), которые являются кусочно-по­
стоянными периодическими функциями координаты

r(G 1,p 1) при n h - h < z —nh—h2
(е д , Р й ) - { (0^ )  пРи п к ~ к < .< п н
А=А,+А2, А^О, п = 1, 2. . .

Пусть в направлении оси х  распространяется волна Лява [1], в кото­
рой перемещение v(xy z, t) вне линий разрыва удовлетворяет волновому 
уравнению

и отличные от пуля напряжения определяются формулами 
ox, z=G(z)dv/dxy oyi=G(z)dv/dz.

Общее решение уравнения (1), позволяющее выполнить граничное 
условие ovz{xy 0 , 0 “ 0  и условия жесткого контакта между слоями

V (ху Z j - 0, t )= v (x y Z j + 0 ,  t) , 0,JZ (xy Z j - 0, t) = G y z  (xy Zj+  0 ,  t) ,
выберем в виде

v (xy z, t) =Ro [A 2„_i sin 0! (z—nh+h2) h r l+
-rBzn-i cosGi(z—/гА+А2)Аг*] exp i (kx—<i)t)y

(2 ) nh—h<z<nh—h2y
v(xy zy 0 = R o  [A2nsm $ 2{z—nh)h2-'-\- 
"bB2n cos 02 (z—/zA) A2~ 1 ] exp i (kx—cot), 
nh—h2<z<nh'y n = 1 , 2 , . . . ,
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где о — круговая частота, к — волновое число,

$i=hi—^k?—k2'=hfli, co=&jCj=/cc.

Для определения постоянных интегрирования из граничного условия 
и условия сопряжения получим бесконечную систему алгебраических 
уравнений
(3) а! (А{ cos 0 ,+£, sin 00 =0,

М (ah 0 )Х 2п-!=Л /(а 2, Q2)X 2n̂

М(а<г, 0 )X2n= M (аи 0i)X2n+1, 
п = 1 , 2 . . .

Здесь а,=С?ДйГ\ а векторы Х т и матрицы М (ai? 0,-) равны

cos 0 j, 
—sin 0 j,

a,) sin 0 j 
cos 0j

Замкнутое решение системы (3) может быть найдено, если положить

Х 2п- ^ х пМ~'(аи 0)М(а2, 02)Х, Х 2п= ХпХ.

Тогда для определения постоянной %=+0 и вектора Х = [А , В]Т мы получим 
систему уравнений

(4)
тцЛ+т12В = 0,

A + m i2B = 0,( - т )  4
пгиА +  |  пг22 -  —  j  5= 0 ,

где Шц — элементы матрицы M(a2, 0)M(a,, О ,)#- 1 (а,, 0)М (а2, 0,). Так как 
7^ 0 , то из уравнения (4) следует

1  \
те2 2 ------ ) 5= 0 .

X '
Очевидно, что ненулевое решение системы (4) существует при условии

1

Wi2 = 0 ,m 22 ------ =  0 , которое, принимая во внимание тождество
X /

rniim22—m11m2i=\^ мы представим в виде т12= 0 , %=mlu | w,i | < 1 ; послед­
нее неравенство вытекает из требования затухания решения при

Приведем условия существования поверхностной волны Лява ml2=0 
и | тп | < 1  в развернутой форме

А== 0, mi2B = 0, (

(5)

( 6)

ЫН Uicos 0 i sin 0 2'+ -
6-2̂ 102

л л G,fe2 0 1cos 0 ! cos 0 2  — -—■•••• sin 0 i sin 0 2
Gzh,Q2

1

и выясним характер зависимости фазовой скорости от частоты. Прежде 
всего покажем, что & < тах к }. Действительно, при /с>тахк} условие (5)
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преобразуется в уравнение I

— — GiQ{ —
ch ht Qi sh h2 £2 2  +  — — sh feifli ch h20,2= 0 ,

G2£2 2

(Qj=V Л*—Jfc/),
которое не имеет действительных решений.

Еще одно ограничение на к вытекает из следующих соображений. Для 
всякого ft, удовлетворяющего уравнению (5) и неравенству cos h2Q2¥= О, 
величина /Ии—cos ftiQi/cos h2Qz. Если же fti<ft<ft2, то fl&ne ch hiQJ
/cos ft2Q2̂ l  и условие (6 ) не выпол­
няется. Отсюда же следует, что для 
всех ft2 <ft<fti

7ft,,= cos h tQj/ch &2Q2<1.

Как известно [1], в классической 
задаче Лява (слой толщины h { и па­
раметрами Gi, pi лежит на полупро-

1— 7/ У/
ь— 11/ У/ У 1

0 2 4 6 wh,lc,
Фиг. 1

Сд/с,

0,69

0,65

\ ( Гг
1

О 1 2 ujhjc,

Фиг. 3 Фиг. 4

странстве с параметрами среды G2, р2) поверхностная волна существует 
при условии Ci<c2, причем ее фазовая скорость с удовлетворяет нера­
венству C i < C < C 2.

В рассматриваемой нами периодической структуре условие c2> c t 
необязательно, а фазовая скорость с поверхностной волны ограничена 
лишь снизу неравенством с>Си Если c2<Ci, то не для всех с, удовлет­
воряющих дисперсионному уравнению (5), выполняется условие (6 ), т. е. 
поверхностная волна существует не при всех частотах. Этот факт имеет 
место и при c2> c t до тех пор, пока с>с 2>с,. Если же с ,< с< с2, то усло­
вие (6  ̂ выполняется всегда. В последнем случае уравнение (5) при стрем­
лении переходит в уравнение Лява GtQi tg fti&i=G2£22.

Численный анализ изменения фазовой и групповой скоростей с часто­
той в широком диапазоне изменения отношений G2/G,, p2/pt и ft2/ft, про­
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веден на БЭ СМ-4М. Характерные зависимости безразмерного волнового 
числа k/ki и безразмерной групповой скорости c j c  от безразмерной часто­
ты (о/ц/с* приведены на фиг. 1, 2 (при G2/G i= 30, p2/pi=0,5, й2/й1= 3/ 7) и 
фиг. 3, 4 (при GJGi=^lзо, рг/р1 = 2 , h j h ^ /ч). Пунктиром на фиг. 3 нане­
сены участки, где не выполняется условие ( 6 ). Штриховые линии на, 
фиг. 1 и 2 соответствуют классической задаче Лява (й2-><*>). По оси ор-" 
динат отложена не фазовая скорость с/си изменяющаяся в полубесконеч- 
ном интервале, а обратная ей величина к/ки принимающая лишь копечные 
значения.

ЛИТЕРАТУРА

1. Л. Е. Love. Some problems of geodynamics, Cambridge University Press, 1911.
2. H. А. Шульга. К решению задач мохапики для периодических структур. Докл

АН УССР, 1971, серия А, 1055.

Институт механики 
Академии наук УССР

Поступила 
10 августа 1973 г.


