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Из общего соотношения Тэрстона — Браггера на основе корректного 

учета симметрии смешанных модулей упругости третьего порядка 
получены формулы для нахождения модулей упругости третьего 
порядка кубических кристаллов по результатам ультразвуковых изме
рений.

Наиболее точный из известных методов измерения модулей упругости 
третьего порядка твердых тел основан на теоретическом соотношении, по
лученном Тэрстоном и Браггером [1] в результате решения задачи о 
распространении плоских волн малой амплитуды в твердом теле с началь
ными однородными напряжениями. Исходя из этого соотношения в рабо
тах [ 1 , 2 ] выведены рабочие формулы, связывающие смешанные (адиаба- 
тически-изотермические) модули уиругостп третьего порядка кубических 
кристаллов классов О, О/, и Td с экспериментально определяемыми величи
нами. Таблицы аналогичных формул для кристаллов других кристалличе
ских систем приведены в работах [3, 4].

Во всех этих работах при выводе формул предполагалось, что искомые 
модули смешанного тина имеют такую же симметрию, как и чистые 
(адиабатические и изотермические) модули упругости третьего порядка. 
Однако в работе [5] было показано, что смешанные модули не обладают 
полной симметрией чистых модулей и что неточность ранее полученных 
рабочих формул является источником неопределенных но размеру методи
ческих (систематических) погрешностей измерения модулей упругости 
третьего порядка.

Исходя из основного (точного) соотношения Тэрстона — Браггера, пу
тем корректного учета симметрии смешанных модулей упругости третьего 
порядка были получены точные формулы для случая изотопного твердого 
тела [ 6 ] п кубических кристаллов классов О, О,, и Td [7]. Обработка 
экспериментальных дапних для ряда твердых тел по этим формулам по
казала, что при точных измерениях пренебрегать указанной методической 
погрешностью нельзя. В настоящей работе аналогичные формулы получе
ны для остальных двух кристаллических классов (Th и Т) кубической си
стемы, т. е. результаты работ [ 6 , 7] распространены на общий случай 
кубического кристалла.

Если распространяющиеся в напряженном кристалле произвольной 
симметрии волны являются чистыми модами (продольными или сдвиговы
ми волнами), то исходное соотношение Тэрстона — Браггера, связывающее 
смешанные модули упругости третьего порядка CJrll3ip с измеряемыми ве
личинами, принимает вид [ 1 ]
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где р — одноосное напряжение (сила, отнесенная к единице площади 
поперечного сечения образца в ненапряженном состоянии) или гидроста
тическое давление, р0 — плотность вещества, W — естественная скорость



волны, равная отношению начального акустического пути ко времени 
распространения волны в напряженном кристалле, — обычные изотер
мические податливости кристалла [8 ], ^ / (0 ) = —6 в& для гидростатического 
давления и tab'(0) = —МаМь для случая одноосного сжатия кристалла в 
направлении, задаваемом единичным вектором М, N> и Ut — компоненты 
единичных векторов в направлении распространения и поляризации вол
ны. Б выражении (1) индексы принимают значения 1, 2 и 3; по дважды 
повторяющимся индексам производится суммирование.

Для того, чтобы из соотношения (1) получить искомые рабочие фор
мулы, необходимо предварительно записать все ненулевые смешанные 
модули упругости третьего порядка кубического кристалла и учесть сим
метрию этих модулей. Из условий инвариантности термодинамических 
функций твердого тела по отношению к произвольному конечному враще
нию £1 ] и симметричности C}rhaip относительно перестановки первых двух 
пар индексов [5] вытекают следующие соотношения для кубического 
кристалла (здесь и далее используется сокращенная система записи индек
сов Фохта [8 ]):
(2) Си1= С 2 2 2= Сззз‘, Сш=Сггз=Сзэи С  ууз=С гц —С ззз\ С и 1=Сы 2 ==Сввз'ч

Cf>bi= C/ti3 = CbG2', С М1=См2 = Съ$з', С 123~С213 = С 231==Сзг1==С$12 = СI3l\
С 2 1 \ == С 1 2 1 = С 1з$ =  С з \ 3  =  С з 2 2  —  С 2 3 2 ‘, С щ  =  С щ  = С г 5 5  =  С  525 =

= С зъб=Сезе; С 1зъ=С 2Ч&—С а2в=С з^ = С  /,з^
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Все остальные модули упругости третьего порядка кубического кри
сталла равны 0 .

Далее, па основании известного термодинамического соотношения 
Браггера [9] по методике, изложенной в работе [6 ], мы получаем для ку
бического кристалла следующие соотношения (ввиду громоздкости вы
кладок вывод опускается):
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где а  и ct — линейный коэффициент термического расширения и удельная 
теплоемкость кристалла при постоянном термодинамическом напряже-

1

нии t, Bs =  — (c,,s+2c12s) — адиабатический модуль объемного сжатия
3

кристалла, с, / 5 — обычные адиабатические модули упругости [8 ]; Г —тем
пература.

Соотношения (2) —(4) позволяют выразить все ненулевые Ci}h кубиче
ского кристалла через восемь независимых модулей, в качестве которых 
обычно принимаются [1, 3, 4, 10] С ш ,  Суу 2 ,  Си 3 ,  С{23, С144, С 155, Суб о И  С Ub S- 

На этом основании из соотношения (1) путем прямых расчетов можно 
получить искомые формулы для конкретных комбинаций векторов М, N 
и U. С точки зрения экспериментальной реализации представляют инте
рес формулы, соответствующие распространению волны в направлении, 
перпендикулярном к направлению одноосного сжатия кристалла, и фор
мулы, соответствующие гидростатическому давлению. В табл. 1—3 приве-
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Одноосное сжатие в направлении [001]
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цены полученные нами формулы для 17 наиболее часто используемых на 
практике комбинаций, рассмотренных ранее Тэрстоиом и Браггером [1, 4]. 
Ориентация векторов М, N и U указана по отношению к кристаллогра
фическим осям кубического кристалла. Для удобства сравнения общая 
форма представления формул и обозначения величин сохранены в основ
ном такими же, как и в работе [ 1  ]

С ц Т .  С ц Т + С &  $44  1
a = —Si 2‘ =*
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где v — действительная скорость распространения волны. Через к{ и к2 
обозначены следующие выражения:

9 (с14- с 12)7 Зф(1+12ф) \ п  п  I f  0 {са -с12) 1 1 .
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Одноосное сжатие в направлении [НО]
Т а б л и ц а  3
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При условии <р=0 полученные нами формулы совпадают с формулами 
работы [4], при условии Сц$=С112 и СХЪЪ=С^6—с формулами работы [7] 
и при выполнении всех этих трех условий — с формулами работы [ 1 ]. 
Обработка результатов ультразвуковых измерений по уточненным форму
лам Тэрстопа — Браггера позволит при определении модулей упругости 
третьего порядка кубических кристаллов избежать систематических по
грешностей, связанных с неточностью ранее полученных формул.
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