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С точностью до величин 2-го порядка малости решена задача о ко
ленных вынужденных колебаниях слоя с комплексным граничным им- 
педанцем при условии небольших, по конечных, потерь на излучепие и 
при акустическом числе Рейнольдса Re ~  1. Потери на излучепие позво
ляют пользоваться решением как в области линейных резопапсов, где 
величины 2-го порядка малости достаточно велики, а также в области 
нелинейных резопапсов. В качестве примера применения теории рас
смотрены колебания в трубе с широким флянцем.

Нелинейные колебания акустических резонаторов— пока что еще дале
кая от завершения область нелинейной акустики. Они рассматривались 
в работах [1—8]. В работе [1] была решена частная задача о вынужден
ных колебаниях слоя с нулевым граничным импеданцем. Ниже дано с точ
ностью до величии 2-го порядка малости решение более общей задачи о не
линейных колебаниях слоя с комплексным граничным импеданцем.

Одпой из существенных характеристик слоя являются потери; при 
комплексном импеданце помимо внутренних диссипативных потерь воз
можны потери на излучение. Если граничный импедапц ZL / р0с0= 5ь=  
= 0—jx, то добротность, связанная с потерями на излучение, Q " —<t)L/ 
/с 0й(£ь-1), гДе R & l-') — реальная часть £L_\  ро — плотность, с0 — ско
рость звука, со — частота, L  — толщина слоя. Добротность, связанная с дис
сипативными потерями в слое, есть Q'=^{2aL)~\ где а=£>со2/ 2poC0,J, b=  
=7зГ)+т1/ и г), т|' — сдвиговая и объемная вязкости соответственно. Общая 
добротность Q~'=Q' ~ 4 - Q " В дальнейшем будем считать, что Q '^ Q ", 
т. е. потери на излучение не превышают диссипативных потерь в слое, 
а акустические числа Рейнольдса Re=/c£0A£(?/~ l ,  здесь к=со / с0, | 0 — 
амплитуда. Легко видеть, что это ограничивает активную часть импедаица 
Q ^kLaL |£, I2. Исходные уравнения в лагранжевых координатах будут

при граничных условиях 

( 2)
L &

Здесь Р 0 — давление в невозмущенной среде.
Решение нелинейного уравнения (1) с нелинейными граничными усло

виями (2) будем искать в виде £=£/+ - |// при R e~l. Как известно, метод 
последовательных приближений сводит нелинейную краевую задачу к по
следовательности линейных краевых задач, т. е. общее решение есть сумма 
решений линейных краевых задач, содержащих комбинационные частоты. 
Пользуясь понятием линейного импеданца Z, который для данной частоты 
равен отношению давления к скорости, и учитывая, что = g i //+£2//, где
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| i "  — колебания с частотой со, обусловленные вязкостным членом, а £2" — 
колебания с частотой 2со, возникающие вследствие наличия нелинейных 
членов, получим суммарную скорость:

b = b /+ (6 ." )« + U * ")« = P , / Z 1+ P 1" lZ i+Рг" / Z 2,

где Р , ' — 7 * 0 ( 6 1 ' ) - ,

(!,").+ т(Y ~- P o ( V T ,

Z,, Z2 — импеданцы соответственно для частот о)|=о), о)2=2со. Тогда урав
нение первого приближения будет

£ / - < V W = 0 ,
(3) ......................................... Z,

Г и . = £ о е - '“' а I a—L'
IP ,

и его решение, как известно, имеет вид
Ch (ika+б)

(4) ; '= !с С Ьб
где 6=л(ао—фо), а 0 и р0 определяются величиной грапичного импеданца: 
£l= Z i /  p0c0= th  [л (а ,.-ф |.) ], а Л= а 0 и (Jo=P l+ 2Z/M. Уравнение 2-го при
ближения распадается на два — для " и £•>" соответственно:

(5)
Ро

Z,
|Л .= 0 = 0 ,  ( S . " ) . l - I . = ------

Т/'
(3 )
и

о
/%- /

( 6 Л .1 ._ ь = —
(Т+1)

( I / )

Решение задачи (5) имеет вид

(7)

(8)

| t"= A  sin ка— —̂ S h ( ik a + 8 )  J e

[ &,ikL—i) Sh.(ikL+£>) —ikL Ch(ikL+6) ]

(9)

A = .
2 k2 (cos lcL—t,,i sin kL) 

Решение задачи (В) ость
( г И ) * ! о 2

Л = Ь / с 2|о/роСо.

ь  = [2ка Ch 2 (i/ra+б) +«?(£*) Sh 2ika] e-i2“‘+
32 Ch2 6

(1 + 1 )  *6,*+  —■----------- {—sin 2 (fca—TcB0) —2 ifcV Sh 2na0+>
161 Ch 612 '

+2/ca [ 2i k L  Sh 2na0+cos 2 (feL—я {i0) —4 1 S h  ( i f c b + б )  12 ] —sin 2я^0}.
где
(10) C(£0 - [ * ( 6 0  —8Sh2(ifcL+6) ] [Ch 2JA£-£,Sh 2ikL]~\
(11) K(%2) =  (1 -% г2ikL)Ch(ikb+6) +2ikL Sh 2(ikL+f)).

Выражения (4), (7), (9) дают с точностью до величины 2-го порядка 
малости решение задачи. Это решение при Z, и Z2-*-0 переходит в получен
ное ранее в работе [ 1 ] решение для слоя со свободной границей. Есть
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в рассмотренном более общем случае и качественное согласие с резуль
татами работы [1]. Из вида выражений (4), (7), (9), например, следует, 
что величины 2-го порядка малости нарастают в области линейных резонан
сов. Помимо того есть нелинейные резонансы, определяемые максималь
ным значением коэффициента С(£2). Импеданцныс граничные условия, 
однако, приводят к пеэквидистаптности линейных резонансов.

Исследуем решение при малых потерях па излучение па импедапцной 
границе. При этом 0<%> а величина а 0, определяющаяся уменьшением 
амплитуды волны при отражении от импедапцной границы, определяется 
соотношением

0 2 )
( k L y  |£|2 Jt> ^

“ • 2л 1 + ltl-
kL  1 г

(13) h  ро 0 arctg - Я Zft L

(14) 1^ |2_  в т 2я ^ +  (яа0)2 '
сов2я^+ (л ;ао)2

ч
151 ]■

Легко показать, что условие линейного резонанса имеет вид

2х(*п)2 knL=n  (2гс+,1) —arctg - —
]■(15) ----------- ° L 1-|£(А:„) Г

где п — номер гармоники. При этом амплитуда линейных резонапспых 
колебаний, согласно формуле (4), | | ' | ~ | 0/ лхх0. При очень малых потерях 
на излучение решения (7) и (9) в области линейных резонансов (15) ста
новится неприменимым. Можно показать, что при том же условии малых 
потерь на излучопис пелинейные резонансы имеют место при

0 6 )

т. е. нелинейные резонансы возникают нри совпадении частоты второй 
гармоники с одной из линейных собственных частот слоя. Отношение 
амплитуды второй гармоники к  амплитуде первой в этом случае будет

(Т+1) * 6 «

где А =

___  С(Б,)
16 [4 + В (л а0)г]'/’ я а 0

15г1г_ — — 1 /  
2 2 \ Г1+1Ы

5 = = (1 + 3 |^ 2| 2) / |^ 2 12

Таким образом в области нелинейных резонансов при очень малых по
терях на излучение решения (7), (9) также становятся неприменимыми.

В качестве примера рассмотрим открытую трубу с широким фляпцем 
на конце. Выходной имнеданц при кГ) < 1/ 2, как известно [9], будет

(17) ^~/fc2D78—ШсО/Зл=0-гх,
где D — диаметр трубы. Для kD<V2 получаем 0<х* т- в. имнеданц близок 
к чисто реактивному. В этом случае условие резонанса 2кпЬ'=я(2п+1)у 
где Z/=L+4Z)/3jt — длила трубы с учетом концевой поправки. В области 
линейных резонансов отношение амплитуд будет:

1|"1 „  (т + 1 )  к ь С (У
1П 32 яа» [ (яа0) 2+sin (kL) ]ъ 

a<,= (kD) г/8л, sin2(A:Z/) = 1 —16/с|0/9л2,
С(£2)= 1+ 8Ы )Ш З я
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и
i n  „  (т + 1 ) л ь
i n  4 (kDY

В области нелинейных резонансов
(7 + 1 ) к \о

> (7 + 1 )* П

c { u )  (7 + 1 ) ль
32 [4 + (п а 0)В]'Л я а 0 32 я а 0

А = ' / г, В=Ъпг/Щ к В У .
Следовательно, можно считать, что полученные решения справедливы 

к областях резонансов обоих впдов.
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