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ВОЛНЫ РЕЛЕЯ В ИЗОТРОПНОЙ РЕГУЛЯРНОЙ
СЛОИСТОЙ СРЕДЕ

В . Г .  С а в и п , IIш Л . Ш у л ь г а

В точной постановке решена задача о распространении поверхност­
ных волн Релея в регулярном слоистом полупространстве. Исследована 
зависимость фазовой скорости от параметров упругости среды. Приве­
дена оценка применимости приближенного решепия по теории приведен­
ных модулей.

Приближенное исследование поверхностных воли Релея в изотропной 
регулярной слоистой полуплоскости можно провести на континуальной 
трансверсально-изотропной модели [1—6], эквивалентной в определенном 
смысле слоистой среде. Другой способ, основанный на приближенных диф­
ференциально-разностных уравнениях [1, 2], изложен в работе [4]. Общим 
недостатком этих методов является то, что они справедливы лишь для 
очень длинных (по сравнению с толщиной слоев) волн. Ниже приводится 
точное решение задачи о поверхностных волпах Релея в изотропной регу­
лярной слоистой среде.

Пусть изотропная полуплоскость — оо<#<+оо, z X )  представляет собой 
попеременно чередующиеся слои двух типов толщины й, и й2 с модулями 
упругости A.J, р, и Х2у р2, плотностями pi и р2 соответственно. Потенциалы 
волн растяжения — сжатия Ф (ху z, t) и сдвига (х , zy t) поверхностной
волны Релея представляются [7] в виде Ф(г)ехр (ikx—tot) и х¥ (z) exp- 
• (ikx—m t) .  При этом амплитуды Ф(г) и Ч' (z) должны удовлетворять 
уравнениям
(1) Ф" +Йр2Ф=0, W " +  Q О,
условиям непрерывности амплитуд перемещений и напряжений 

u(z) =кФ+Чг\  w(z) =Ф '+йЧ ',
(2)

оzz(z) =ц(2кг—к,2) Ф+2рйЧ/Х, 
o2X(z) =2р„Ф '+р (2kz- k 2) V ,

на границах z=z} раздела слоев, граничным условиям па свободной по­
верхности z=0

(2кг- к . ,  ,2) Ф ( 0 ) Ш Г ( 0 ) = 0 ,
(3)

2ЙФХ(0) +  (2к2 - к в, г) W (0) =0.
и условиям затухания при z-»-+«>.

В соотношениях (1) — (3) постоянные Ху р, k v= со /с,,,
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к,=а/с„ ср=У(А,+2}х)/р, c0=]/\i I  р, 
£2/=крг-к\



Q* = k s —к2 имеют индексы «1» или «2» в зависимости от того, к какому 
из двух слоев они относятся.

Общее решение уравнений (1), позволяющее удовлетворить условиям
(2) и (3), представим в виде

Ф (z) = А 2п- isin Qpi (z—nh+h2) +B2n-iC0S QPi (z—nh+h2) ,
XV (z) =C 2n-iSin QSi (z—nh+h2) +Z)27l_iCos Qsi (z—nh+h2),
nh—h<z<nh—h2;
Ф (z) = A 2n sin Qp2 (z—nh) +B2n cos Qp2 (z—nh) ,
4я (z) =C,2„sin Qs2(z—nfe) +D27i cos Q.s2 {z—nh),
—nh—h2< z< nh ; Л=й,+А2, гг=1, 2 . . .

Для определения постоянных интегрирования Л п, Вп, Сп и Dn из гра­
ничных условий (3) и условий сопряжения (2) мы получаем следующую 
бесконечную систему алгебраических уравнений:
(4) ЛоХ1=0, Х2п_1- Л 15 2Х2л=0,

Х2п—Д25\Х2п+1

где введены вектора Х ;= [£ ;, С* Л*, D,]T и матрицы

Л ,
- [

М г'М 2- о 10; N r lN2 J ’
И ,= [

Му

М г-'М ,;
0;. N , 0 1 •-W , J

_t | __ Г к Р}\ I  ^

,j L —kkpjhj— (А$+2р;) [ — kXj+ (A.j+2p,j) ftej] Qsj J
, ^ = { П г .Л "  [ ]

k Sj
(ft+ftpi) ̂ pj; fXj (kkej- t i 3i2)

^ 2 i,i cos 77i22,i co s/ ijQ s ij —^ 2 i,i s i n 7 / i 22|i s in / iiQ .

cos h .

cos hjO-pj] 0; — s in  hjQPj; 0

0; cos hjQ-ф 0;

s in  n hjQ.Vj\ 0; cos hjQ,Pj;

^  Г ^ 2 i,i cos htQpl; m22,i cos/ijQsi; — m2iA sinfe,Qpl; m22|i sin/i,£2sl i 
L ^ 2 1 ,1 sin hS^pi] ^ 2 2 ,i sin hi&2Si] ft2i,i cos h ^ lPy\ n22,i cos h\^29i J

S i  =
sinfejQ s;

0

0; — sinfejQ sj; 0: cos hjQsj -

Все уравнения системы (4), за исключением первого, будут удовлетво­
рены, если положить [8]

Х23|_,=у/Д ,1$2Х, Х2п= хпХ, п = 1, 2. . .
и постоянную и вектор Х = [В , С, Л, / ) ] т определить из однородной 
системы

(5) RzStRiSi— ^ - я ) х = 0 .

Здесь Е — единичная матрица.
Корни характеристического уравнения системы (5) следующие: 

%1, э=Ь,±УЬ,2—1; Хг, 4=Ь2±УЬг2—1,
причем

461( 2= к{± у к 2—4к2+8, * ,=а, , + ^ + 0 3 3 + 0 4 4 ,
/ с 2 — А ц # 2 2 ---- ^ 1 2й 2 1“Ь й ц Я з з -----3 ^ 3 1  “ h f l j  1 ^ 4 4 ---------

----& Ц & а~\~С 122С1зз-----&23&32~^~ # 22# / .4 -----0,иО ,/,2г\~  йззСЬг,^-----Й 34Й 43 ,



и матрица
{ a ^ —RzSiRiSi.

Каждому из неравных между собой характеристических чисел соответст­
вует линейно независимый собственный вектор

Y >~lbh Ch ah d>Y.
Пусть Xt и Хг действительны и |% i|< l, |х г |< 1  (тогда |Хз|>  1 * | I >  1)• 

В этом случае условия затухания при z-»-+oo будут выполнены, если век­
торы Xj представить в виде

X 2n-t (T a W i + W Y .),

X , . * r lXl-Y i+7*x.»Y*

Произвольные постоянные Г, и Т2 следует определять из первого урав­
нения системы (4)

ЙоЯ Л ( Г ,Х ,¥ | + Г 2х2¥ 2) = 0 .

Эта система разрешима при условии
(6) det {R0RiSzYi\ RoRiS2Y 2}=0,
которое является дисперсионным уравнением для определения фазовых 
скоростей волн Релея.

Численный анализ изменения фазовой скорости с частотой при различ­
ных отношениях р2/ р , ;  p2/p i, h2/ h x был проведен на БЭСМ-4. Характер-

Фнг. 1 Фиг. 2

ньте зависимости безразмерного волнового числа к / к в1 от параметра 
со h j  csi приведены на фиг. 1 (при р2/ pi=10; р2/ pi=0,5, h j  Ы=ЪП) и 
фиг. 2 (при p2/p i= 3 0 ; p2/p i= 0 ,5 ; h2/ h i = 3/7). Штриховкой отмечены 
зоны, в которых не выполняется условие существования поверхностной 
волиы Релея. Приведенные расчеты показывают, что волны Релея в слоис­
том полупространстве диспергируют, трансверсально-изотропная модель 
этого не отражает. Существуют зоны частот, в которых решений не может 
быть.

Поверхностные волны имеют кусочно-ненрерьтвный спектр. С уменьше­
нием длины волны, когда она становится соизмеримой с периодом струк­
туры оэ/г, /  c*i^5 существуют частоты, при которых волны Релея имеют 
несколько скоростей распространения.

Результаты точного решения сравнивались с приближенным, когда 
слоистая среда моделировалась трансверсалыю-изотропиой с приведенны­
ми параметрами [5]. Числовые результаты для приведенной среды изоб-
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ражеиы на фигурах прямыми линиями. Хорошее совпадение (не превы­
шающее 5%) между точной и приближенной теорией имеет место только 
в случае длинных волн. Для выбранных выше числовых значений парамет­
ров это будет при coAi /  св1<0,3.
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