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ПОТЕНЦИАЛЫ ДЕБАЯ В ЗАДАЧЕ О ТРЕХМЕРНЫХ КОЛЕБАНИЯХ
УПРУГОЙ СФЕРОИДАЛЬНОЙ ОБОЛОЧКИ

А. Л. К лещ ев

Безмоментнан теория оболочек и метод собственных функции применялись до 
сих пор в задачах о колебаниях упругих тел сфероидальной формы в предположе
нии, что движение двумерно (осесимметрично). Однако полученное недавно в [1] 
решение трехмерной задачи дифракции на упругом сфероиде с помощью потенциа
лов Дебая позволяет исследовать трехмерные (несимметричные) колебания подоб
ных тел. Возьмем, например, упругую сфероидальную оболочку, ограниченную сфе
роидальными поверхностями h  и (фигура). При гармонических колебаниях обо
лочки вектор смещения се подчиняется уравнению
(1) (Я+р) grad div u+pA u=-po)2u,

где л и р  — коэффициенты Ламе материала оболочки, р — его плотность, со -  круго
вая частота. Выделим в векторе и в соответствии с теоремой Гельмгольца продоль
ную и поперечную составляющие:
(2) u = -g ra d  Ф+rot А,

при этом divA =0 [2]. В результате подстановки выражения (2) в уравнение (1)
векторное уравнение движения сво-

фупкцпи А могут быть разложены в ряды по сфероидальным волновым функциям, 
если обратиться к потенциалам Дебая U п  V [4] п выразить через них функцию А

где И означает радиус-вектор точки наблюдения.
Эффективность такого представления становится очевидной, если учесть, что 

функции U и V подчиняются скалярному уравнению Гельмгольца, разделяющемуся 
в сфероидальных координатах:

Составляющие векторной функции А в сферической системе координат R, 0, <р опре
деляются но формулам [5]:
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Выразим сфероидальные компоненты А через потенциалы Дебая, воспользопав- 
шись формулами векторного анализа [6]:

A i= A n cos (/?, £) +А е cos (0, £) +ЛФ cos (<р, |) ,
(5) Лл= Л л cos (R, т|) +А е cos (0, rj) +ЛФ cos (ф, л).

Лф= Л л С08 (R, ф) +Л о cos (0, 9 )+Aq,C0S (ф, ф),
где £ ,ц, ф — сфероидальные координаты. В свою очередь
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Здесь hi, h h 9 -  масштабные множители сфероидальных координат, h0 -  половина 
можфокусного расстояния (фигура).

Подставляя выражения (G) в формулы (5), мы получим следующие выражения 
для сфероидальных компонент векторной функции:
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где знак «плюс» соответствует z > 0, знак «минус» -  z<0.
Каждый из потепциалов Дебая и функции Ф можно разложить но фундаменталь

ным решениям уравнения Гельмгольца:
оо оо
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гДе Sm,n(Cf, т|) -  нормированная угловая сфероидальная функция 1-го рода [7], 

Лт,1 (£|, !)  и радиальные сфероидальные функции 1-го и 2-го родов со
ответственно, Ct—ktkо и Ci=k(fio — волновые размеры.

На свободных границах оболочки отсутствуют нормальные и касательные напря
жения. С помощью закона Гука и соотношений, связывающих между собой компонен
ты тензора деформаций и проекции вектора смещения и , напишем эти граничные ус
ловия:
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Подставляя выражения (2), (15) -  (17) в формулы (18) -  (20), мы получим бесконеч
ную однородную систему уравнений относительно неизвестных коэффициентов раз
ложений Ат< Вт, п, Ст. пу Ап, п» Ап. и* Собственные частоты колебаний оболочки об
ращают в нуль определитель, составленный из членов при неизвестных коэффици
ентах *.

Заполняя оболочку жидкостью (на впешней границе по-прежнему вакуум), мы 
переходим от свободных колебаний к связанным. Рассмотренный способ расчета спект
ра собственных колебаний пригоден и в этом случае, по число типов неизвестных ко
эффициентов увеличивается на единицу вследствие наличия потенциала <Pi в жидкой 
внутренней среде:

оо оо

(21) Ф, =  LL  А л.пл̂ ж.п (б, р) 7?m>„ (С, ^)СЛ£

>/ т =0
где С — волновой размер в жидкости.

Соответственно возрастает и число уравнений (а с ним и ранг определителя), по
явится условие непрерывности нормального смешения на внутренней границе обо
лочки и среды
(22) щ =  upi_  ̂ ,

а нормальное напряжение в оболочке па этой границе будет равно давлению в жид
кой среде и граничное условие (18) примет вид

[ dh% дщ  -1
( A s * , ) --------- В л + ( А б ) _ 1 -------- 1  =  Л А 2 Ф ц  ,

дп д£ J

где Л -  модуль упругости жидкости, к -  волновое число.
Если же оболочка помещена в жидкую среду, то гармонические колебания в ней 

могут поддерживаться только за счет энергии, подводимой извне (вынужденные ко
лебания), так как во внешней среде появляется потенциал расходящейся от оболоч
ки волны. Бесконечная система уравнений для неизвестных коэффициентов становит
ся при этом неоднородной, и резонансы оболочки могут быть выявлены по максиму
мам излучения энергии в жидкую среду, значения частоты, соответствующие этим 
максимумам, обращают определитель системы в нуль.

Оболочка, выполненная из материала с потерями, требуют внешнего возбужде
ния (для поддержания гармонических колебаний в ней) даже при свободных грани
цах. Учесть диссипацию энергии можно простой заменой вещественных постоянных 
упругости комплексными [9], комплексными станут и волновые размеры, а это озна
чает, что мы должны перейти к сфероидальным функциям с комплексными парамет
рами, введенными Мейкспером и ТТТсфкс [10].

* Подобным способом в работе [8] находятся нормальные осесимметричные моды 
упругого сфероида.
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О РАСПРЕДЕЛЕНИИ ДАВЛЕНИЯ ВОКРУГ ДВИЖУЩЕЙСЯ ПОЛОСТИ

Г .  И .  Кузнецову I I .  Е.  Прении

В неоднородных акустических и гидродинамических полях, вблизи твердой стен
ки или свободной поверхности пульсирующие полости взаимодействуют с i радианта
ми давления п движутся иоступательно. Исследование взаимосвязи радиальных пуль
саций и поступательного движения полостей представляет интерес, в частности, для 
анализа физических закономерностей кавитационной эрозии твердых поверхностей, 
вблизи которых кавитационные полости захлопываются. Потенциал (р этого поступа
тельного движения со скоростью х  в направлении положительной оси х  для сфериче
ской полости переменного радиуса R(t)  в системе координат, жестко связанной с по
лостью, имеет вид

R2R IP х
(1) q> --------- * + ----- cos 0.

г 2 г2j &к
Давление Р в любой точке идеальной и несжимаемой жидкости с нлотностью р н дав
лением иа бескопсчностн Р »  в отсутствие внешних сил, действующих на элемент объ
ема жидкости, определяется уравнением Лагранжа — Коши, которое после подстапоп 
ки производных от потенциала ф заннсывается следующим образом:

Р —Р R 1 R2
(2) -------— =  —  (2R2+RR) + --------- (Rx+blix) cos 0 +

o r  2 г2

R3 /  1 \  1 IP
+ —  x2 I cos2 0 ------ sin2 0 ) ------------ R2 -

r3 \  2 /  2 r4
Л5 1 RG , 1

------ Rx cos 0 ------------ .r2 I cos2 0 + —  sin2 0
r5 2 r6 \  4

Для определения параметров R, R, x, x  используем при начальных условиях /=0 , R=  
=  Я0, R=0. х=0, x —U систему дифференциальных уравнений, определяющих радиаль
ные пульсации и поступательное движспис полости во внешнем поле давления, полу
ченную в работе [1].

Численное интегрирование полученной системы уравнений позволило установить 
[1], что поступательное движение существенно изменяет параметры радиальных 
пульсаций и, следовательно, может повлиять на характер создаваемого сжимающейся 
или растущей полостью ноля давления.

R несколько упрощенной форме (пренебрегая величиной градиепта давления по 
сравнению с инерционными членами, а также учитывая вязкость жидкости только в


