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СТАЦИОНАРНОЕ ПОВЕДЕНИЕ ПАРОВОГО ПУЗЫРЬКА
В УЛЬТРАЗВУКОВОМ ПОЛЕ

В . И .  Алексеев

Рассмотрено поведение паровою пузырька в кипящей жидкости под 
действием ультразвука. 13 линейном приближении получено выражение 
для амплитуд колебания радиуса полости п температуры. Выражения 
справедливы при любой толщине теплового слоя. Получены ограничения 
на амплитуду ультразвукового ноля и найдено уравнение стационарности 
режима. Для пара с положительной теплоемкостью cs приведено реше­
ние уравнения, показано, что для пара с отрицательной теплоемкостью 
с, также существует стацнопарный режим.

Пусть в несжимаемой жидкости находится одиночный пузырек, запол­
ненный паром. В отсутствие ультразвука жидкость слегка пережата (Др >  
>0) и пузырек растворяется. Предполагается, что пар внутри сферической 
полости однороден п при Др=0 находится в термодинамическом равнове­
сии с окружающей жидкостью. Система уравнений, описывающая поведе­
ние такого пузырька под действием ультразвука, была сформулирована в 
работах [1—3], там же приведены условия, при которых уравнения ока­
зываются справедливыми.

Согласно работам [1—3], изменение во времени радиуса пузырька под­
чиняется уравнению Рэлея

(1) р '  (R ) =р0+Др+ —Pi sin ©f+p (R R + 3/ zR 2) ,
И

в котором давление паров //(#) является взаимно-однозначной функцией 
температуры, и связь между р '  и Т '  определяется уравнением кривой фа­
зового равновесия
(2) T ' ( R ) = T s ( p ' ( R ) ) .

На движущейся границе раздела фаз r= R(t) выполняется равенство тем­
ператур пара и жидкости T ' = T { R )  и имеет место закон сохранения 
энергии

d M '
(3) L ----- =4n x R 2 ( д Т / д г )  r=R- M ' c 9d T l d t .

d t

Здесь yir=4/3n/?Jp' — полная масса пара, а градиент температуры в жид­
кости ( д Т / д г )  г=п(•) находится из решения уравнения теплопроводности
(4) d T / d t + R R V r 2 • d T / d r = D l / r 2 • д / д г  • г гд Т / д г ,  r > R  ( t ) .
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Получение точного решения системы уравнений (1) —(4) с произволь­
ными начальными условиями представляет собой очень сложную матема­
тическую задачу; поэтому мы ограничимся лишь приближенными реше­
ниями и вполне определенным их классом. Во-первых, будем предпола­
гать, что амплитуда ультразвукового поля достаточно мала, что позволит 
нам применить технику теории возмущений. Во-вторых, ограничимся 
поиском стационарных решений. Известно, что воздействие ультразвука на 
пузырек приводит к колебаниям его радиуса и изменению его средних 
размеров. Однако, начиная с некоторого момента времени, возможно уста­
новление стационарного режима — все усредненные параметры стабилизи­
руются, и пузырек совершает колебания около постоянного значения Л. 
В данной работе нас будет интересовать именно такой класс решений.

При малых амплитудах давления р У систему уравнений (1) —(4) мож­
но линеаризовать, и временную зависимость неизвестных величин выде­
лить в виде гармонического множителя типа е ,ы. В этом случае решения 
можно написать в следующем виде:
(5) Я =Л +Rte,w'; Т = Т + Т хе ш  М ' = М + м ! е ы\

^ ^ . . . - к о м п л е к с н ы е  амплитуды соответственных величин, 
а /?, Т  и М  — их средние значения. Предполагается, что модули неизвест­
ных величин Д ,, Г„ .. .  пропорциональны p t.

Подставив решение R ( t )  в виде (5) в уравнение (1) и, удерживая ли­
нейные по Pi члены, получим следующее выражение:
(6) p ' ( R )  =р0+Др+2а/Л+ (1р{- (2 о/Л2) Д^ра^ЛД,)
Разложив в ряд Тейлора функцию T s ( p '), получим в том же приближе­
нии значение температуры на границе r = R ( l )

(7) Т = Т 0+  ( А р + 2 о /  R )  d T  J d , p +  ( i p i — ( 2 o / R 2) R l—
—р(|>2Д Я ,) ( d T / d p ) e ial.

При линеаризации уравнений (1) —(4) удобно предварительно сделать не­
которое преобразование. Поскольку уравнение теплопроводности опреде­
лено в области с подвижной границей, то, совершив преобразование х 3=  
= г 3- Д 3+ Л 3, переведем подвижную границу r = R ( t )  в неподвижную x = R . 

В новых перемепных уравнения (3) и (4) примут следующий вид:

(8) L ^ - = 4 л x Д V Л 2•(дЗrт/Йx)x=н-^^/cвd7,/ ^ ,
a t

(9) d T / d t = D i / a * d / d x ( x * ( l + ( R 3- E * ) / x * y ' > d T / d x ),
и после линеаризации
(10) i a L M i = 4 n x R i ( d T / d x ) x=7i+ l 6 n x R R i ( d r o)/ d x ) x=7i- m M c J i,

( И ) m 'T i—D
1 а

х г д х
(.x 2d T t/ d x ) - W R 2R M x l d / d x { i / Xd  Г 0)/ д х ).

Здесь 7,<0) — решение уравнения теплопроводности в нулевом р { по прибли­
жении. Элементарное рассмотрение соответствующей задачи дает для Т {{" 
следующий результат:
( 12) Т {0) ( х )  = Т 0+  — (Др+2а/Л) dLTJdp.

х

Используя найденное значение T {<t)( x ) y можно найти комплексную ампли­
туду 'Л  как функцию /?, и R .  Решая уравнение (11) с граничным уело-
вием (7), найдем Т , и определим градиент температуры / — - ) па

\  и х  /  Хшап

границе области х — Н  
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(13)
/ д Т , \ / 1 1+i \ _
—— = -  ( — + - = = - )  { i p , - ( 2 a / R 2) R l-

'  > х.т, ' R  1 2 D / V  >

-рщ'ЛД,)— +12 — —
dp Л 2 dp

J L ) .
V Д  '  '  У2Д/ш /

оо
Здесь функция 55(а;)=а;4 J d£ (a:+£)“5e“<,+<)r выражается через специальные

о
функции и при £-*-<*> ведет себя как 1Лг.

Уравнения (10), (13) вместе с уравнением определения массы — 
Л/|/Л/=ЗД,//г+р,Ур/ — составляют полную систему уравнений, решив ко­
торую, можно найти неизвестные амплитуды Т и  R { и М , как функции 
средних параметров. В частности, для 5, и Г, получаются следующие вы­
ражения: _
(14) л  = ______ - i p i R K /  3______  ^ ( l - ^ d T V d p

1 1-*5-(2о/Й+рсо2Л2)Л:/3 ’ 1 1-Ш-(2о/Л+рсо2Л2)Л:/3 ’
где константы К  и В  определены следующим образом:

Зх / l —i  i \  d T s

...................................................................#  \
(15)

1 dP* +  d T * +
р7 dp L  d p  ( o L p R  'V2D/co R  ' d p4 /

B = 2 - ^ - d T , / d p ( A p + 2 a / R )  (1-3F„) ( R \ c ) / 2 D ) \
P L

Отметим, что no своему физическому смыслу К  является сжимаемостью 
парового пузырька. При условии малости толщины теплового слоя 
(У25/со<5) выражения для коэффициентов К  и  В  значительно упро­
щаются

(16) К =  —  dp//dp+ Ц -  d T J d p — i — У со/2D  d T J d p , 5=0.р L  coLp 5
Как видно из формул (14) — (16), амплитуды 5, и 7’, выражаются через 
средние значения радиуса полости 5. Само же значение R  в рамках ли­
нейной теории не может быть найдено. Для его нахождения необходим 
учет квадратичных членов разложения по р,. Однако при определении R  
мы поступим следующим образом. Усредним уравнение (8) и восполь­
зуемся тем обстоятельством, что в стационарном режиме средний прирост 
массы за период равен нулю. Это дает следующее равенство:

(17)
4
—  < R ' - ( d T / d x ) x^ y = < M ' c , d T / d t } .

R

При усреднении уравнения теплопроводности (9) получаем 
(18) х 2< ( 1 +  (#*-Л3) / х 3) ̂ д Т / д х У  =C=const.
Сравнивая равенство (17) и выражение (18), взятое при я=Л, находим 
коястанту интегрирования

1
С =

4ях
Ш ' с Л Т / d t y .

Разделим далее обе части выражения (18) на х г и произведем повторное 
интегрирование по х  от R  до 00

(19)
< (Гр—Г (R)  ) Д 4>

Я4

л  *
-  -=- -  J d x ( 6 T d / d x ( l +  (Д’-Й 3)/*3) Vj>=0.
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Уравнение (19) получено при условии ( д М г! d t > =  0 и является, таким 
образом, условием стационарности решения. Решив его, можно найти 
средний радиус полости Д. Уравнение (19) — точное, но для нахождения 
его конкретного вида необходимо знать поведение функций Т  и R u Из вида 
уравнения можно увидеть, что запись его в квадратичном по р i прибли­
жении требует знания поведения R i  и 7\ всего лишь в линейном прибли­
жении, так что знание решений (14), (15) оказывается уже достаточным 
для определения R .  Заметим, что в случае тонкого теплового слоя 
(У2Д/ы<Д) уравнение сильпо упрощается и принимает следующий вид:

(20) < ( Т  (й) - Г 0)й 4>+ < M 'c sd T / d t > = 0.
4 л к

Прямым вычислением можно показать, что интеграл в правой части урав­
нения (19) при условии y 2 D / a > < R  асимптотически мал и его вкладом 
можно пренебречь по сравнению с остальными члепами. В дальнейшем 
нас будет интересовать именно этот случай и мы будем искать решения 
уравнения (20).

Подставим в найденное уравнение (20) величины Д, Т  и М  в виде (5) 
и произведем усреднение. Удерживая члены разложения до р 2 включи­
тельно, получим следующее приближение уравнения (20):

(21) f - n + 2 R e ( - ^ l ) - - ^ = I m ( l l f 1T 1)=0.
\  R  I  о к у Л

Здесь все величины, за исключением температуры Т ,  известны. В напи­
санном уравнении температура Т  берется па поверхности пузыря и_ее зна­
чение должно быть известно с точностью до р * .  Для нахождения Т  с ука­
занной точностью учтем в разложении (7) следующую производную, 
усредним полученное выражение и получим требуемый результат

(22) T = T 0+ d T J d p  ( A p + ^ -  +  ^ p ^ \ R l \ A  +  - ^ L ( d 2r j d p 2) (d T . / d p ) - \
\  R  4 / 4

Найденное значение Т , так же как и значения R { и Г, из формул 
(14) — (16), подставим в уравнение (21) и получим окончательный вид 
уравнения для определения среднего радиуса Д
(23) Pi2 \ 1 -  — (2о/Д+р(о2Д2) ( 7 3Reff-

3 2 U 2 D / (•>

d 2T J d p 2 
4 d T J d p

- 7 ,6рсо2й 21Я|2) -  (A/>+-^-) =0.

Решение нестационарной задачи показывает, что левая часть уравне­
ния (23) пропорциональна среднему приросту массы за период 2я/со и 
каждый член уравнения имеет вполне определенный физический смысл. 
Первый член уравнения (23) описывает прирост массы за счет так назы­
ваемого шелл-эффекта [4]. За счет тепла, проходящего из жидкости, на 
сферической поверхности r = R ( t )  происходит испарение вещества. Масса 
испаряющегося вещества пропорциональна градиенту температуры, но 
для сферы толщина теплового слоя, па котором происходит изменение 
температуры, различна в зависимости от сжатия или растяжения полости. 
Несимметричность градиента температуры в процессах испарения и кон­
денсации приводит в среднем к приросту массы пара. Однако тепло, по­
ступающее из жидкости, тратится не только на испарение вещества, но 
идет также и на прогревание внутренности пузырька. Разница в фазах 
колебаний температуры и массы пара приводит в среднем к уменьшению 
испаряющейся массы (второй члеп). Обычно кривая фазового равновесия 
нелинейна и d 2T J d p 2< 0 .  Поэтому в фазе разрежения пар внутри полости
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охлаждается сильнее, чем нагревается при сжатии. Это также приводит к 
увеличению средних размеров (третий член). Последний член уравнения
(23) описывает уменьшение массы вследствие обычного статического пе­
режатия жидкости. Однако при колебаниях пузыря в жидкости создается 
добавочное динамическое давление. Оно вызывается инерциальными свой­
ствами жидкости и приводит к дополнительному уменьшению массы пара 
(четвертый член).

Знак суммы всех приращений массы определяет направление развития 
зародышевого пузырька. Для его роста необходимо, чтобы, по крайней 
мере, на ранних этапах развития этот знак был положительным. Это ус­
ловие налагает определенные требования на значения внешних парамет­
ров и приводит к неравенству

Полученное условие роста пузырьков эквивалентно условию Ши-Плессета
[4] в теории газовой акустической кавитации и определяет минимальную 
амплитуду ультразвукового поля. С другой стороны, невозможность коле­
баний с амплитудами большими, чем накладывает ограничение па мак­
симальное значение давления /?,. Полагая | 1 — находим из формулы
(14) p i  щах
(25) p i  max~3IrnК / \ К \ ¥ ^ ъ К .

В стационарном случае сумма всех приращений массы равна _нулю, 
и корень уравнения (23) дает значение среднего радиуса полости R .  От­
сутствие конечного положительного корпя уравнения (23) означает от­
сутствие стационарного режима. При частотах, меньше резонансной, урав­
нение (2) имеет следующий корень:

-------  / 2  1 d zT  J d p 2 \
(26) R = 1 2 D / < * { 2 L I c t ) ( d p / d T 6) R e * -Ар- — d T / £ - )  •

Выражение (26) имеет смысл при са>0 и совпадает с найденным в рабо­
те [5] значением среднего радиуса R . При сл<0 корень (26) не имеет 
физического смысла и происходит дальнейший рост полости. Однако с 
ростом R  сильно возрастает динамическое пережатие и левая часть урав­
нения становится отрицательной. В некоторый момент времени наступает 
равновесие и в этом случае _также устанавливается стационарный режим. 
К тому же при значениях Я, больших резонансного размера, амплитуды 
колебаний всех величин сильно подавляются и статическое пережатие мо­
жет еще ранее уравновесить рост положительных членов.

В заключение напомним, что уравнение (23) получено при условии 
малости толщины теплового слоя, хотя обобщение его на произвольный 
случай и не представляет труда.

Автор благодарит В. А. Акуличева и В. П. Юшина за впимание к ра­
боте и обсуждение полученных результатов.
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