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ОПТИМАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПОКАЗАТЕЛЯ ПРЕЛОМЛЕНИЯ 
В НЕОДНОРОДНОМ СЛОЕ, ОБЕСПЕЧИВАЮЩЕЕ ЗАДАННУЮ 

. ЗВУКОИЗОЛЯЦИЮ МОНОХРОМАТИЧЕСКОЙ ВОЛНЫ

М . М . М а ч е в а р и а н и , В . В . М и р о н о ва

Рассмотрена задача минимизации толщины неоднородного слоя, 
обеспечивающего заданную звукоизоляцию монохроматической волны. 
Задача сформулирована как вариационная задача Майера — Больца. 
Показано, что оптимальный звукоизолирующий слой должен состоять 
из однородных с экстремальными значениями показателя преломления.
При наличии потерь число однородных слоев, составляющих оптималь­
ный неоднородный, может в два раза превышать число слоев, получае­
мых в подобных задачах оптимального согласования сред. Для случая 
отсутствия потерь построена картина поведения оптимальных адмитанс- 
годографов.

Пусть в среде, характеризуемой постоянной распрострапепия к0у нахо­
дится неоднородный слой, показатель преломления которого является про­
извольной кусочно-непрерывной функцией координаты z (фиг. 1). В на­
правлении, противоположном координатной оси z, на неоднородный слой 
под нормальным углом падает плоская монохроматическая волна давле­
ния Pn*a.=Ae~ih°{z~l)~i,*t. С учетом отраженной волны давление и колеба­
тельная скорость перед слоем будут *
(1) P3=Ae-ik̂ z- l)+Beih*iz- l\  

v3= —l/p0c0(Ae~ik<}{z~l)—Beiko{z~l)).

Те же характеристики поля в неоднородном слое связаны уравнениями
(2) m v 2p2=dP2/dz, imP2=p2C2dv2l  dz.

Вводя входной адмитанс G2=  — v2

Рг
и используя уравнения (2), полу­

чим выражение для давления в неоднородном слое

-io) $ p2G2dz
(3) P z= P nPe 0

и соответственное дифференциальное уравнение для адмитанса
1

р2^22

где через Р пр обозначена амплитуда прошедшей через слой волны, а через 
р2 — плотность материала слоя.

* Здесь и в дальнейшем множитель е~ш опущен.

(4) dGJdz= —= —т  ^

583



Равенства давлений и скоростей на границе слоя z=l  дают условия '

Ри р — iO) $ 0 2G2dz
(5) 1 + В / А =  —  е  .

А

i
Рщ, 2G2dz 

\ - В / А = ^ с аи г{1)—̂ - е  о

Отсюда мы получаем выражения для коэффициентов отражения [i и про­
хождения у:

[3=(1 —p0c0G { l ) ) / (l+p„coG (0 ),
( 6)

t
гео $ р2£ 2dz

•у= 2 / ( l+ p 0c0C(Z))e 0

Вводя безразмерные величины и опуская индекс, устанавливающий при­
надлежность этих величии к неоднородному слою, вместо формул (4) и
(6) можно написать
(7) d G / d x = - i ( n 2/ p - p G 2),

ч
i  $ pGdx

(8) Р = (1 —G i/l+C f); y = 2 /( l+ G i)e  0
Здесь x= kQz — приведенная координата, т/ и С, — приведенная толщина 

и входной адмитанс неоднородного слоя, р(т), п (т) — его безразмерные
плотность и показатель преломления.

Так как р(т) и п(т) являются кусоч­
но-непрерывными функциями, выраже­
ния (7) и (8) позволяют вычислять ад­
митанс и коэффициенты отражения п 
прохождения для неоднородного слоя с 
произвольным закопом изменения его 
параметров по толщине. Из выражения
(8), в частности, можно получить и из­
вестную формулу [ 1 ] для коэффициента 
прохождения неоднородного слоя, со­
стоящего из произвольного числа раз­
личных однородных слоев.

Решение оптимальпой задачи прове­
дем, положив для простоты р=1 и обо­

значив через р и q реальную и мнимую части адмитанса (G = p + iq ). Ис­
комый показатель преломления неоднородного слоя примем в форме
(9) n * = i+ ( l+ i r \ ) U ( x ) y

где г\ — тангенс угла механических потерь материала, а Р(т) -  подлежа­
щая определению ограниченная функция

(10) и т^ < Щ т ) < и ш г.

Неравенство (10), отражающее ограничения на параметры материалов, 
которые могут быть использованы па практике при синтезировании опти­
мальных звукоизолирующих слоев, как будет видно из дальнейшего, прин­
ципиальным образом влияет па характер распределения показателя пре­
ломления таких слоев.

Фиг. 1
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Дифференциальными уравнениями, описывающими поведение реаль­
ной и мнимой частей адмитапса (фазовых координат р, q) в соответствии 
с формулой (7) будут
(11) dp/dx=r\U—2pq, dq/dx=—U—y,

(Ф= 1 + д 2—р 2).

Выражение для квадрата модуля коэффициента прохождения волны
через неоднородный слой запишется

ч
4

(12) ? =
- 2  5 qdx

( t + P i ) 2+ q i
Через qt здесь обозначены реальная и мнимая части входного адмитан- 
са (Gi) неоднородного слоя.

Предположим, что входной адмитанс среды, на которой лежит неодно­
родный слой, известен, т. е. при т = 0  имеют место равенства
(13) Р (0)=1, ?(0)=0.
Потребуем, чтобы модуль коэффициента прохождения волны через неод­
нородный слой достигал заданного уровня 4 1 , т. е. при некотором нефикси­
рованном значении хi должно выполняться соотношение *

*i
(14) Ф*в1п4— ln [( l+ p /) 2 + g ^ ] - 2  J  q dx— In ч*2 = 0 .

о

Для сведения оптимальной задачи к известной вариационной задаче
х

Майера — Больца [2], введем новую фазовую координату о=2 Jg d r, кон-
0

цевое значение которой входит в формулу (14). При этом эквивалентной 
дифференциальной связью будет служить уравнение
(15) do/dx=2q.

Оптимальную задачу сформулируем теперь следующим образом: тре­
буется определить фазовые координаты р(т), q(т), о (т), удовлетворяющие 
уравнениям (11), (15) и начальным условиям (13), и функцию управления 
U(т), связанную неравенством ( 1 0 ) так, чтобы при выполнении условия
(14) функционал
(16) J=Xi
принимал минимальное значение.

Необходимые условия оптимальности получаются, как обычно, с по­
мощью гамильтониана, который для рассматриваемой задачи будет иметь 
вид
(17) HK=(r\U—2pq)XP— (ф+С/)Яд+2дХ0.
Вдоль экстремальных фазовых траекторий Нк постоянен и равен единице
[2]. Дифференциальными уравнениями для множителей Лагранжа явля­
ются

dK  дИ, ^  ^
~ d x ~ ~ ~ d f ~ qK p K

-  =  2pXP+2qXq-2X,
dq ( Х а =  COllSt) .

* Равенство (14) для удобства написано не для модуля коэффициента про­
хождения, а для логарифма от его квадрата.
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Концевые зпачепия для этих множителей определяются из условия 
трансверсальности:

(X/ — неизвестная константа).
Решение системы (18) в форме квадратур находится с помощью комп­

лексного множителя 'к='к<1+ 1кР\

(h  — неизвестная константа).
В работе [2] показано, что функция U(т) должна быть кусочно-непре­

рывной и принимать поочередно минимальные и максимальные значения. 
Это означает, что искомый оптимальный неоднородный слой (как и для 
задач на отражение) должен состоять из последовательно чередующихся 
между собой однородных слоев с экстремальными значениями функции 
U(т) (f/min, Urпах). Значения независимой переменной т (приведенных тол­
щин слоев), при которых происходит скачкообразное изменение функции 
U{т), определяются в соответствии с принципом максимума Понтрягина 
из уравнения [2]
( 2 1 )  к = д Н К/ д и = о,

где К — так называемая функция переключения. Сами зпачепия U (т) па 
тех или иных интервалах изменения т находятся в зависимости от знака 
К, на этих интервалах: U=Umщ, если К < О и U=Umex, если К> 0. В обоих 
случаях уравнения для фазовых координат могут быть проинтегрированы 
в конечном виде:
(22) P+Lq= (Pj+iq—in tg(rex)) /  (1 -i(p ,+ iq j) tg ( т ) / п ) .
Здесь pjy f/j — точка на плоскости адмитапса, соответствующая нулевому 
значению т на любом подынтервале, внутри которого U (т) остается неиз­
менной. С помощью формулы (22) легко усматривается, что для реальных 
и чисто мнимых значений показателя преломления фазовыми траектория­
ми являются окружпости (p—po)z+q2=r2 с центром на оси р, отстоящем 
от начала координат на расстояние Po=(pz+ q z+riz)/2pj и с радиусом г== 
=Уро2- п \

Установим области расположения нулей функции переключения на 
фазовой плоскости и характер изменения управления в этих областях. Для 
этого, как и в работе [2], используем уравнения (18) для лагранжевых 
множителей и первый интеграл в форме (17). Из этих соотношений, а так­
же из равенства
(23) К = Т ) К - К

исключив множитель Лагранжа, получим дифференциальное уравнение 
для функции переключения:

(24) - у - ^  =  [л?+ 9-/'(1+ 'П г) ( ц > + и ) / Ф ] К  +  - ^ .

Здесь через Ф и М  обозначены функции
(25) Ф = 2 р<7 +т]ф, v >

М=р  (1+ л2) (1 -9 x 0  +Х/Ф = Р  (1 +  Л2) +  ЛХ' (ф—2г)рд).
Из уравнения (24) в окрестности точек переключения имеем

, 26 ) „ £ ( * - * „ ) .
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Таким образом, области расположения нулей функции К  и характер 
изменения управления в них зависят от знака отношения М/Ф. Каждая 
из гипербол Ф=0 и М= 0 делят фазовую плоскость на две области. Гипер­
болы пересекаются в точке с ординатой q*=l/%t. Константу можно вы­
числить, используя зпачеиие первого интеграла (17) при т=т* и условие 
трансверсальности (19):

(27) 2(1+/> |)

(1 + P i V + q *

\  = Ъ
2  q,

( l+ P iY + q r

Вычисления дают

(28) X*
1 ( l+ P i ) 2+ ?i

2J7, l(i+Pi)r\-qt]
Если считать заданным толщину пеоднородпого слоя т<, а минимизи­

ровать квадрат модуля коэффициента прохождения чЛ то в соответствии 
с условиями трансверсальности получается следующее выражение для 
функции переключения при т=тк

Так как значения К, должны быть положительными, то положительным 
будет и числитель. Из эквивалентности двух сформулированных выше оп­
тимальных задач убеждаемся, что постоянная %/>0.

Тогда положительной будет и ордината точки пересечения гипербол 
М= 0 и Ф=0. Области расположения нулей функции переключения и ха­
рактер изменения управления в них по­
казаны на фиг. 2. Из фигуры следует, 
что максимальное число нулей функции 
переключения, т. е. число однородных 
слоев (составляющих неоднородный) 
может в 2 раза превышать число таких 
слоев, получаемых в задаче минимиза­
ции толщины неоднородного слоя при 
заданном модуле коэффициента отраже­
ния [3]. Эта разница, однако, исчезнет, 
как только потери в материале стапут 
равными пулю. Действительно, из фор­
мулы (25) видно, что при г|=0 функция 
М будет всюду положительной, а тогда 
и знак отношения М/Ф определится зна­
ком функции Ф, как это имеет место 
для задачи с заданным модулем коэффи­
циента отражения. Это и понятно: при 
ц= 0 модуль коэффициента прохожде­
ния одпозпачно определяется модулем 
коэффициента отражения.

Именно этот случай и будет рассмот­
рен далее подробно. В отсутствие потерь 
рассмотрение может быть произведено 
аналитически, результаты его наглядны и могут сравниваться с уже из­
вестным расширением оптимальной задачи на согласование [3].

Перейдем к рассмотрению оптимального звукоизолирующего неодно­
родного слоя без потерь. Сначала для случая вещественного показателя 
преломления:
(30) 0 ^ Г (т )< Г та,

Ф = 0

Фиг. 2
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При отсутствии потерь в неоднородном слое условие (14) целесообраз­
но написать в виде

(31) ( ( 1+р*) 2+?/2) — Yf2=1—Р/2—̂ 2=
—1— ( ( 1 —л )  *+д^) /  ( (1 + р ,)  *+«,*) —Ti2—О-

Для концевых значений множителей Лагранжа при этом будут справед­
ливы выражения

(32) K i = - x M ^ +(h 2-Pi2)/[  (1+PiY+qiz¥;
К  = x$ P iq t/[  (1+ p d 2+qi2Y .

Уравнение для определения момента переключения будет [3]:

(33) W i=\,g(nTi) / n = ( i - q l2- p l2± y ( l - q [2- p ? ) 2+'iq?)/2ql.

Используя формулу (33), из уравнения (22) получим для координат пер­
вой линии переключения выражения

(34) Pi=pi/tt-qiWt) (1+qlWl), q ^ U W J (l+WV).
Замепа переменных в формулах (32) и (34), выполняемая в соответствии 
с равенствами
(35) Pi=Poi+rt cos a,, qi=rt sin a,, 
дает

^ i ==(Po/-n) tg a,/ 2 ,
(36)

Pi =  i / (p 0i-r)  (1+qtW t), q ^ U W A i + W f ) ,

для знака плюс перед корнем в формуле (33) и

(37) W1= ( />.«+r«)tge,/2,

p ^ l / i p o i + r d  (1+ q iW l) ,  q i - V W J d + W f ) ,

— для знака минус. В формулах (36) и (37) р01 и г, — цептр и радиус ок­
ружности, вычисляемые с помощью приведенных выше формул (22) при 
замене в них точки (ph qt) на точку e(pz, q,)\ а, -угол , отсчитываемый от 
оси р в направлении против часовой стрелки (0 < a ẑ J t) , е/ — угол, отсчи­
тываемый в том же направлении, но для отрицательных значений (0<  
^ е * < л ) ,

/>01—Г|-=(1 —Pi)/(l +  fr), /Joz+n=(l+pi)/(l-p i).
Исключив из выражения (37) параметр Wu найдем уравнение первой ли­
нии переключения

/ P i - ( l - P i ) / ( l+ P i ) ( l+ g .« / 2 ) \ 2+  /  g, \ 2  

I ( l-p ,) /( l+ P i)  ’Uтах/2 /  \  UmJ 2  )

Она, как и в работе [3], оказывается эллипсом. Однако в рассматриваемом 
случае «действующей» оказывается лишь часть эллипса, находящаяся 
внутри окружности р* и ограпичеппая положительными значениями р/, 
лежащими в пределах (фиг. 3, кривая ab)

(39) г/«ах(1—Р«)/4р,<р,<1 —Р,/(1+Р0 (1+^т.к).
Координаты последующих линий переключения находятся по форму­

лам [3]:
(40)
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Под п в этих соотношениях понимается то значение показателя преломле­
ния, с которым фазовая точка двигалась от т — 1  до т-й линии переклю­
чения. На фиг. 3 приведены результаты расчета линий переключения и оп­
тимального адмитанс-годографа для значения звукоизоляции, равного 
примерно 7 дб (^=0,9) и Um«= 5. Для выбранных значений параметров 
линий переключения оказалось три: первая линия переключения — линия 
a b , вторая — cde , третья — fq .  Оптимальный адмитанс-годограф для неод­
нородного слоя, разделяющего однородную среду (нагрузка р(0 ) = 1 , 
(7 (0) = 0), изображен па фигуре линией d^ddzds. Оптимальпый неоднород-

Фиг. 3
ный слой в этом случае состоит из трех однородных: крайних с макси­
мальными значениями показателя преломления и среднего — с минималь­
ным. Так как оптимальный адмитанс-годограф состоит из дуг окружностей, 
то толщины каждого однородного слоя, а таким образом, и общую толщину 
неоднородного можно рассчитать с использованием формулы (2 2 ), 
а именно
(41) т=1 /п  arc tg [ п (p-ps) /  (qpi+pqi) ].

Находя по этой формуле толщину каждого однородного слоя, в каче­
ство фазовых координат р, q и pj, д* необходимо брать последовательно ко­
ординаты точек di  и d, d  и d 2, d> и d 3. При этом для крайних слоев показа­
тель преломления полагается равным У l+ t /max, для среднего — равным еди­
нице. Число однородных слоев и общая толщина неоднородного зависят 
как от значения (7даах, так и от величины звукоизоляции, которой должен 
обладать слой. Верхнюю границу числа слоев т0 можно оценивать с по­
мощью неравенства
(42) (1—VT=V)/ (1+УТ=Г?) ( l  +  tfmax)^+1/2^ l .

Это неравенство легко усматривается из поведения адмитанс-годогра­
фа оптимального неоднородного слоя, состоящего из т0 однородных чет­
вертьволновых слоев с чередующимися экстремальными значениями пока­
зателя преломления. Так как т0 — число нечетное (для крайних слоев по­
казатель преломления максимален), то для верхней оценки общей толщи­
ны неоднородного слоя можно записать

(43)
Л \ 9 V1 -4- 7*7  9 /mnx
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где Я0 — длина волны  в среде, которую  разделяет звукоизолирую щ ий слой. 
И з  соотношений (42) и  (43) следует, что если с  помощ ью  одного четверть­
волнового слоя с  м аксим альны м  значением показателя преломления не 
удается достичь заданной звукоизоляции, то  необходимая (минимально 
возмож ная) толщ ина неоднородного слоя резко возрастает. В  соответствии 
с  ф ормулой (43) ее значение в этом  случае оказы вается порядка Я0/4 
(для трех однородных слоев). Столь сущ ественное увеличение толщ ины  
связано со следую щ им  известны м  фактом. П ри  заданном птах звукоизоля­
ци я  однородного четвертьволнового слоя начинает ум еньш аться  с  даль­
нейш им  ростом его толщ ины , а  при толщине, равной половине длины  вол­
н ы  (в среде с показателем  преломления ft га ах), из-за резонанса волн по тол­
щ ине слоя звукоизоляция становится равной нулю . У стр ан и ть  подобное 
«вредное» влияние резонанса волн по толщ ине слоя можно, и спользуя  в 
слоях искусственны е материалы  с  чисто м пим ы м  показателем  преломле­

ния. В  однородной среде с таким  
показателем преломления рас­
пространяю щ иеся волны  отсут­
ствую т. О траж ение от границы  
подобной полубесконечной сре­
ды  полное. В  соответствии со 
сказанны м  полож им

(44) - U 0< U (  т ) < 0

(U0>i) .
Тогда с использованием у с ­

ловий трансверсальности и ра­
венств (36) найдем, что конце­
вые значения оптим альны х ад- 
митанс-годографов долж ны  ле­
ж ать  на части  заданной полуок­
руж ности  с q i> 0, а линия  пере­
клю чения ab долж на иметь вид, 
изображ енны й па  фиг. 4. И з 

ф игуры  видно, что для большей части  на грузок  оптимальны й  звукоизоли­
р ую щ ий  слой будет состоять из однородного слоя с м пим ы м  значением по­

казателя преломления, равны м  il /U0—1. В  частности, это будет иметь место 
и в интересую щ ем  нас случае, когда оптим альны й  слой долж ен разделять 
пространство с  вещ ественной постоянной распространения (р (0 )= 1 , 
q(0)=0).  Т олщ ина  такого  слоя легко  определяется из формулы

W = t h  (т  У б ^ Г / у Т Т ^ Г )  =
(45)

=2(УУС/02—(2—С/0) 2рЛ
Сравнение с результатами, полученны ми  для  оптимального звукоизоли­

рую щ его слоя с вещ ественны ми показателями  преломления (фиг. 3 ), по­
казывает, что введение (в качестве допустим ы х) чисто м н им ы х  значений 
показателя преломления сущ ественно ум еньш ает число однородных слоев 
(практически до двух ) составляю щ их оптим альны й  неоднородный.
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